Capitulo 6

Juegos dinAmicos de
informacion imperfectam

6.1. El modelo

En muchas circunstancias de interaccién estratégica, los agentes no pueden
observar lo que han jugado sus adversarios en el pasado. Esto motiva el
siguiente modelo.

Definiciéon 6.1. Un juego en forma extensiva de informacion (perfecta o
imperfecta) es una estructura de la forma:

I'= (N, K,R,Z, {Ki}izlwl,n ’ {Hi}izl,...,n ) {A(k)}keK\Z ) {ui}izl,...,n)

donde:

1. N es un conjunto de jugadores, N = {1, n}ﬂ
2. K es un conjunto finito que representa los nodos de un arbol.

3. R es una relacion sobre K que define un arbol. Méas precisamente R es
un orden parcial sobre K. Esto es R es irreflexiva: para ningtn k € K,
kRk y es transitiva: para todo k, k', k" € K si kRK' y k'REK"” enton-
ces kRK”. Un orden parcial induce para cada k, una nociéon de nodos

'Riascos, A. Juegos Estratégicos y sus Aplicaciones. Version 9, 2026.
2En ocasiones adicionamos un jugador no estratégico que denotamos por cero y repre-
senta la naturaleza.
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inmediatamente predecesores P (k) y nodos inmediatamente sucesores

S(k). [

4. Z son los nodos terminales del arbol (i.e., nodos que para los cuales el
conjunto de sucesores es vacio).

5. {Ki};—y ., es una particion de K'\Z que denota los nodos donde cada
jugador juega.

6. Para ¢ = 1,...,n, H; es una particion de K;. Cada h € H; denota
un conjunto de informacién. Las particiones H; son la estructura de
informacién de los agentes en el juego.

7. Para i = 1,..,n, y k € K;, A(k) denota las acciones posibles del
jugador ¢ en el nodo k. Denotamos un elemento de a € A(k) por ay.

Dados k y k' € h € H; debe cumplirse que A(k) = A(K'). De esta
forma el jugador no es capaz de distinguir, con base en las acciones
factibles en un nodo, en cuél de los nodos del conjunto de informacién
se encuentra. Luego, el conjunto de acciones factibles en un nodo lo po-
demos identificar como un conjunto de acciones factibles del conjunto
de informacion que contiene al nodo. Abusando un poco del lenguaje,
definimos A(h) = A(k), k € h y denotamos una accion a € A(h) por
ap.

8. Para i = 1,..,n,y z € Z, uj(z) denota la utilidad del agente i en
caso de que el resultado final del juego sea el nodo terminal z. Esto no
excluye que existan pagos intermedios. Interpretamos estas funciones
de utilidad como funciones de utilidad de von Neumann y Morgenstern.

Obsérvese que la tnica diferencia de fondo con la definicién que dimos en
el capitulo anterior es la introduccién de una estructura de informacién

{Hi}izl,...,n'

Definicién 6.2. Sea A; = . UH A(h). Una estrategia pura s; para el jugador
€11

i =1,...,n en un juego en forma extensiva I' es una funcion s; : H; — A;

tal que para todo h € H;, s;(h) € A(h).

Dada una estrategia conjunta (s;),_; ,,, esta induce un camino tnico a lo
=1,...
largo del arbol comenzando en la raiz y terminando en algin nodo z =

3Para ser un arbol es necesario que exista un nodo especial, digamos ko que sirve de
raiz o nodo inicial del arbol y tal que, dado cualquier otro nodo k, existe un tinico camino
desde ko hasta k.
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((s) € Z. En ocasiones utilizaremos la notacion (si, ..., s,) para denotar la

estrategia conjunta (Si)izl n

Todo juego en forma extensiva se puede representar de dos formas como
juegos estaticos: forma normal y forma multiagentes o de Selten.

Definicion 6.3 (Forma normal). Para ¢ = 1,...,n, sea S; = {s; : H; —
n

A; 1 si(h) € A(h)}, s € S = AHOSi y definimos ((s) € Z como el nodo
1=

final correspondiente al inico camino que sobre el drbol define la estrategia

conjunta s. Para i = 1,...,n definimos m;(s1,..., ) = u;i(¢(s1,...,8,)). El

juego G = ({1,....n}, {Si},—y  , {mi},—1 ) se llama la representacion

normal del juego en forma extensiva.

La representacion multiagente o de Selten es inmediata. En esta cada jugador
tiene un representante en cada conjunto de informacion.

6.1.1. Extensiones mixtas

Una motivaciéon para introducir estrategias mixtas en juegos en forma exten-
siva es observando que en algunos de estos juegos no necesariamente existe
un equilibrio en estrategias puras. Por ejemplo, considere el juego de cara y
sello en una representacion en forma extensiva (figura .

1 -1 -1 1
-1 1 1 -1
Figura 6.1: Cara y Sello. Juego en forma extensiva que, en formal normal,

no tiene un equilibrio de Nash en estrategias puras.

Dadas las dos representaciones anteriores, forma normal o de Selten, existen
dos formas naturales de definir estrategias mixtas.
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Definicion 6.4 (Estrategias mixtas y de comportamiento). Una estrategia
mixta en un juego en forma extensiva es una estrategia mixta del juego en
su representaciéon normal. Una estrategia de comportamiento en un juego
en forma extensiva es una estrategia mixta del juego en su representaciéon
multiagente. Alternativamente, una estrategia de comportamiento para el
jugador i es una funcion v; : H; — A(A;) tal que para todo h € H; el
soporte de 7;(h) esta contenido en A(h)ﬁ

Para ver que las dos definiciones de estrategias de comportamiento son equi-
valentes considere una estrategia de comportamiento en el sentido de Selten,
0}, hi € N* donde o}, es un elemento de A(S}; ) = A(A(h;)). Ahora defina
7i para el jugador i como ; : H; — A(4;) donde v;(h;) = o} . La funcién
~; representa las estrategias de comportamiento en el sentido de la tltima
definicién. Un argumento muy similar muestra que toda estrategia de com-
portamiento ; define una estrategia de comportamiento en el sentido de
Selten.

Para resaltar la diferencia entre los dos conceptos, estrategias mixtas y de
comportamiento, estudiemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.5 (Estrategias mixtas como estrategias de comportamiento).
Considere el juego de la figura [6.2] y la estrategia mixta para el jugador 1
0,5[AC]+0,5[BD]. Una posibilidad para representar esta estrategia como una
estrategia de comportamiento es simplemente asocidndole a cada agente (que
lo representa en sus conjuntos de informacion) la probabilidad marginal de las
estrategias puras involucradas. Por ejemplo, un candidato natural para la es-
trategia de comportamiento del jugador 1 es: (0,5[A] + 0, 5[B], 0,5[C] + 0,5[D])
donde la primera coordenada corresponde a la estrategia mixta en el primer
conjunto de informacién del jugador 1 y la segunda al segundo conjunto de
informacién. Sin embargo, esto no parece razonable, pues en la estrategia
mixta original para escoger D es necesario escoger BD y en ese caso, el se-
gundo agente del jugador 1 jamés jugaria y por lo tanto no escogeria D en
su estrategia de comportamiento.

Ahora, condicional a que le toca jugar al segundo agente del jugador 1, la pro-
babilidad de escoger D es 1. Luego otra posible representacion de la estrategia
mixta como una estrategia de comportamiento es: (0,5[A4] + 0, 5[B], [D]).

Este ejemplo motiva la siguiente definicién informal. Decimos que una estra-
tegia pura s; € S; para el jugador ¢ en la representacion normal del juego

4E] soporte de ~i(h) se define como el conjunto de acciones que tienen probabilidad
positiva con la estrategia v;(h)
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Figura 6.2: Estrategias mixtas y de comportamiento

es compatible con el conjunto de informaciéon h; € H; si existe un conjunto
de estrategias s_; para los deméas jugadores tal que le estrategia conjunta
s = (8;,5—;) implica pasar por h;.

Dada una estrategia mixta o; del juego en formal normal, definimos la si-
guiente estrategia de comportamiento para el jugador i:

{ 2_0i(si) }
sZGSZ(hl)sl(hz):a
vi(h)(a) = si > oi(si) >0
ZUAZ(SZ) 51€8i(hy)
SiGSi(hi

)
yi(h)(a) = > oi(si) si Y oi(si) =0

{Siegi(hi)tsi(hi):a} Slegl(hz)

Intuitivamente, ;(h)(a) es la probabilidad segtn o; de la accion a condicional
a pasar por el conjunto de informacién h. Cuando esta probabilidad de pasar
con el conjunto de informacion h es cero, entonces definimos 7;(h)(a) como la
probabilidad no condicional segiin o; de pasar por el conjunto de informacion
h. El punto importante es que si la probabilidad de pasar por el conjunto de
informacion h es cero, entonces la regla de Bayes no tiene ninguna implicacion
sobre la probabilidad en ese nodo y puede definirse de forma arbitraria.

Por ejemplo, considere el juego de la figura [6.2] Las estrategias puras pa-
ra el jugador 1, (B,C) y (B, D) son incompatibles con el segundo con-
junto de informacion del jugador 1. Ahora, considere la estrategia mixta
para el jugador 1, o7 = (0,0, %, %), donde suponemos que cada coorde-
nada del vector representa la probabilidad de elegir las estrategias puras
(A,C), (A, D), (B,C), (B, D) respectivamente. En este caso Y .o1(s1) =0y
51€81(h1)
por definicion, si A1 denota el conjunto de informacion del jugador 1 cuando
debe decidir entre C'y D, y1(h1)(D) = 3.

En general, méas de una estrategia mixta puede inducir la misma estrategia
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de comportamiento [

El hecho de que dos estrategias mixtas puedan inducir la misma estrategia
de comportamiento puede tener consecuencias estratégicas importantes en
cierto tipo de juegosﬂ

En los juegos con memoria perfecta las estrategias mixtas y de comporta-
miento son estratégicamente equivalentes. Esto es, juegos en los que ningtun
jugador olvida sus acciones o informacion adquirida en el pasado. El teore-
ma que establece la equivalencia estratégica entre estrategias mixtas y de
comportamiento en juegos de memoria perfecta se debe a |[Kuhn| (1953).

Definicién 6.6 (Memoria Perfecta). Un juego en forma extensiva es de me-
moria perfecta si ningtn jugador olvida las acciones tomadas o la informacién
que en el algiin momento tuvo. Formalmente esto se puede expresar como:

1. No olvidar acciones: i no olvida a € A(k), k € K;, k = P(k'), k =
P(K"), k" # K", donde P(z) denota el conjunto de los predecesores
inmediatos de x, entonces todo par de nodos sucesores de k', k" en
los que ¢ deba tomar una decisién estan en conjuntos de informacién
distintos.

2. No olvidar informacién pasada: ¢ no olvida informacién pasada si para
todo h € H; k, k' € h, si ke K; es un predecesor de k entonces existe
wn k' € K; predecesor de k' tal que k y k' estan en el mismo conjunto
de informacioén.

Las dificultades que se encuentran al analizar un juego de memoria imper-
fecta las ilustra el siguiente ejemplo de |Piccione and Rubinstein/ (1997)).

Ejemplo 6.7 (Piccione y Rubinstein). Este es un juego de memoria imper-
fecta donde un agente puede estar tentado a cambiar de decisién a pesar
de no haber recibido ninguna informacién adicional. Considere el siguiente
juego en la figura [6.3

Hay por lo menos dos formas de aproximarse a la solucién de este juego. En
la primera, que la llamaremos la solucién planeada, la estrategia éptima es
resolver este problema:

max(p*1 +p(1 = p))4 + (1 = p)0 (6.1)

SVéase figura 1.10 pagina 20 de [Vega-Redondo (2003).
SVéase figura 1.11 y 1.12 de [Vega-Redondo| (2003).
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Figura 6.3: Juego de memoria imperfecta: El conductor ebrio I

donde p es la probabilidad de que el conductor continie. Es decir p = %

Otra alternativa es definir una estrategia de accion (similar a una estrategia
de comportamiento). Sin embargo, esta alternativa es, conceptualmente, cero
trivial. El lector puede intentar definir una estrategia cuando el conductor
llega a una interseccion (no sabe cudl!) y entendera el reto de hacerlo. El
lector puede consultar en Internet las innumerables discusiones sobre el tema.
En particular, este ejemplo esta basado en Aumann et al.| (1997)).

De ahora en adelante vamos a considerar tnicamente juegos de memoria
perfecta.

6.2. Amenazas no creibles

El concepto de estrategia de induccién hacia atras no se generaliza de forma
inmediata al caso de juegos de informacién imperfecta. La generalizaciéon
requiere la introduccién del concepto de subjuego.

Definiciéon 6.8 (Subjuegos). Un subjuego de un juego en forma extensiva
es un juego tal que:

1. Comienza con un nodo que define un conjunto de informacién que tiene
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1 0 0 3
3 0 0 1
Figura 6.4: Equilibrios de Nash y Perfectos en Subjuegos I

un solo nodo.
2. Contiene todos los nodos sucesores y solo éstos.

3. Si un nodo esté en el subjuego entonces todo nodo en su conjunto de
informacion también esté (es decir, no hay conjuntos de informaciéon
divididos por el subjuego).

Definicién 6.9 (Equilibrio perfecto en subjuegos). Una estrategia conjunta
s es un equilibrio perfecto en subjuegos (EPS) si induce un equilibrio de
Nash - Cournot de todo subjuegom

La anterior definicion se extiende de forma natural al caso de estrategias de
comportamiento.

Ejemplo 6.10. Considere el juego de la figura En este juego existen
dos equilibrios de Nash en el tnico subjuego (propio): (L,1) y (R,r) y dos en
subjuegos: ((O,L)),l) y (I, R),r). Obsérvese que ((O, R),!) es un equilibrio
de Nash pero no es un equilibrio perfecto en subjuegos (i.e., no es creible: en
caso de que el jugador 1 entre en el juego, el jugador 2 tendria un incentivo
a aleatorizar entre [ y r).

"Dada una estrategia de un juego, la estrategia inducida en un subjuego es la restriccién
de la estrategia al subjuego. Esta puede definir un camino que en el juego original nunca
hubiera sido alcanzado al utilizar la estrategia original. Véanse los ejemplos de equilibrios
perfectos en subjuegos.
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Ejemplo 6.11. En el juego de la figura [6.5] vemos coémo el concepto de
equilibrio perfecto en subjuegos selecciona un tinico equilibrio de Nash de los
tres equilibrios de Nash que existen (en la forma normal del juego). Obsérvese
que uno de los equilibrios eliminados no es creible (i.e., ((O, L), 1) lo sustenta
la amenaza no creible del jugador 2 de jugar ) y el otro es dominado (i.e.,
((O,R),1) lo sustenta la amenaza no creible del jugador 1 de jugar R en
caso de entrar; obsérvese que en caso de entrar, para el jugador 1, L domina
estrictamente a R).

0 3\ (-1 0
0 1 3 0
Figura 6.5: Equilibrios de Nash y Perfectos en Subjuegos I1

El concepto de equilibrio perfecto en subjuegos en un refinamiento estricto
del concepto de equilibrio de Nash - Cournot y generaliza el concepto de
induccién hacia atras. El ejemplo clésico es el juego de entrada de una firma.
Véase el juego de la figura 5 para el caso de juegos de informacion imperfecta.

Ahora, es interesante que el concepto de equilibrio perfecto en subjuegos
puede seleccionar un equilibrio que es dominado por otro equilibrio de Nash.
El siguiente ejemplo ilustra esta situacion.

Ejemplo 6.12 (Ineficiencia del equilibrio perfecto en subjuegos). En el juego
de la figura la estrategia ((B,C),a) es el unico equilibrio perfecto en
subjuegos. Sin embargo, ((A, D),b) es un equilibrio de Nash que domina el
equilibrio perfecto en subjuegos.

Teorema 6.13. En un juego informacién perfecta, el conjunto de estrategias
de induccién hacia atras coincide con los equilibrio perfectos en subjuegos.
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(L, 1)

Figura 6.6: Ineficiencia del equilibrio perfecto en subjuegos

El analogo del teorema de Nash para juegos de informacién imperfecta es el
siguiente teorema de Selten.

Teorema 6.14 (Selten). Todo juego finito en forma extensiva de memoria
perfecta tiene un equilibrio perfecto en subjuegos (posiblemente en estrate-
gias de comportamiento).

Ejercicio 6.15 (Necesidad de memoria perfecta). El siguiente juego ilustra
la necesidad de la hipotesis de memoria perfecta en el teorema de Selten.
Demuestre que el juego de la figura no tiene un equilibrio en estrategias
de comportamiento.

6 ()

Figura 6.7: No existencia del equilibrio sin memoria perfecta.
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Si bien el concepto de equilibrio perfecto en subjuegos llama la atencién
sobre la necesidad de enfocarse en estrategias conjuntas que sean 6ptimas
dindmicamente (a lo largo de todos los subjuegos), desafortunadamente no
logra eliminar todas las amenazas no creibles. La razon es que este concepto
no impone ninguna restricciéon sobre los caminos que no definen un subjuego.
Los dos ejemplos siguientes ilustran el problema.

Ejemplo 6.16. El siguiente juego, figura[6.8 no tiene subjuegos propios. Los
equilibrios de Nash (A4,b) y (B, a) son equilibrios perfectos en subjuegos. Sin
embargo, el primero no es creible. En particular, no es creible que el segundo
jugador jugard b en caso de tener que jugar.

Figura 6.8: Equilibrio Perfecto en Subjuegos no creible I

Ejemplo 6.17. El siguiente juego tiene un equilibrio perfecto en sub-
juegos ((L,m)) que no es creible. Una vez el jugador 1 decide entrar, inde-
pendientemente de si el jugador 2 cree estar en el nodo = o en el nodo y la
estrategia mixta para 2, (0,5, 0, 0,5) domina la estrategia m para el jugador
2.

Figura 6.9: Equilibrio Perfecto en Subjuegos no creible 11
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Ejercicio 6.18. Muestre que en el juego de la figura[6.9 el tnico equilibrio
en el que el jugador 2 juega m con probabilidad cero es cuando el jugador 1
juega L con probabilidad cero.

La necesidad de introducir un sistema de expectativas como parte integral
de la evaluacion que se hace de un juego la ilustra la siguiente modificacion
del juego de la figura [6.8] representado en la figura [6.10} En esta figura se
muestra que (A4, b) es un equilibrio de Nash, pero que este sea o no sea creible
depende de con qué probabilidad cree el jugador que, en caso de que le toque
jugar, lo hard en uno u otro nodo.

Figura 6.10: Necesidad de sistema de expectativas.

Este ejemplo sugiere que el concepto de equilibrio perfecto en subjuegos
puede ser muy débil en ciertas ocasiones al no imponer ninguna restriccién
sobre las acciones de un juego en conjuntos de informaciéon que no definen
un subjuego o sobre caminos que se encuentran por fuera del camino de
equilibrio.

Ahora, en la proxima seccién vamos a motivar la importancia de tener un
modelo de aprendizaje a lo largo del luego. Es decir, una manera formal
de ir incorporando nueva informacion en la medida que los jugadores van
conociendo sobre las jugadas de sus adversarios. Antes de entrar en esos
detalles, veamos un caso sencillo pero muy interesante.

Definamos el conjunto de todas las expectativas del agente ¢ como A; =
hUH A(h) donde A(h) denota el conjunto de distribuciones de probabilidad
€H;

sobre el conjunto de informacién h.

Definiciéon 6.19 (Sistema de expectativas). Un sistema de expectativas de
un juego es un conjunto funciones {p;},_, ., pi : H; = A; tal que p;(h) €
A(h).
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La interpretacion es: p;(h) es la expectativa que tiene el jugador i de estar
en cada uno de los nodos de su conjunto de informacién h.

Definicién 6.20 (Estimacion). Una estimacion del juego es <{pi}z‘:1,...n , {bi}izl,...n)

donde (pi)i=1,.n es un sistema de expectativas y (b;)i=1,., son estrategias
de comportamiento.

Dada una estimacién existe una forma natural de definir si las estrategias de
comportamiento son 6ptimas dadas las expectativas de los jugadores (i.e.,
secuencialmente racionales).

Fijemos una estimacion del juego: ({pi}izl,...n , {b@}z=1n)

Sea k € K; un nodo cualquiera. Definimos w; (b 1 k) como la utilidad del juga-
dor ¢ cuando suponemos que este se encuentra en el nodo k y las estrategias
de comportamiento utilizadas por los jugadores son {b;},_; ., .

Obsérvese que esta utilidad la podemos interpretar como una funcién:
’U,Z(b\)KZ—>R

Definimos la utilidad del jugador ¢ en el conjunto de informacion h € H;
cuando el perfil de estrategias de comportamiento es {b;},_; ,, v las expec-
tativas del jugador son p; (h) € A;(h) como:

i

Ui<b | h) = Ep (h) [Uz (b | )] .

Ejemplo 6.21. Calculemos v1(b 1 I) para el juego de la ﬁgura (jugador
1, conjunto de informacién I como aparece en la figura): analizamos separa-
damente los 3 subjuegos con raiz z,y y z (dejando de lado el hecho de que
estan en el mismo conjunto de informacion I). Es facil ver que u; (b1 x) = 4,
up (b1y) =3y ui (b1 z) =6. Supongamos que las expectativas del jugador
1 son p, = %,py =3,p: = é. Luego, dadas las expectativas del jugador 1 en
I obtenemos vy (b1 1) = 4.

Definicién 6.22 (Racionalidad secuencial). Una estimacion de un juego

({pi}z‘:1 o dbitig n) es secuencialmente racional si para todo jugador

i, conjunto de informacion h € H; y estrategia de comportamiento b, del
jugador ¢ tenemos:

’Uz‘<bi,b_i | h) Z Ui(bg,b_i | h)

Intuitivamente, dada esa estimacion del juego, ningtn jugador tiene incenti-
vos unilaterales a desviarse.
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Figura 6.11: Célculo de utilidad esperada en un conjunto de informacién

En la figura el equilibrio prefecto en subjuegos que no es creible no es
racionalmente secuencial.

Desafortunadamente, una estimacion secuencialmente racional no es nece-
sariamente un equilibrio perfecto en subjuegos. Ni siquiera un equilibrio de
Nash.

Ejemplo 6.23 (Racionalidad secuencial en el juego de cara y sello). Consi-
dere el siguiente juego (Cara y sello): figura Este juego tiene un tnico
equilibrio de Nash en estrategias de comportamiento: la estrategia mixta de
jugar cara con probabilidad % Sin embargo la estimacion: p, = 0,p, = 1,
((1,0),(1,0)) es secuencialmente racional pero no es un equilibrio de Nash.

6.3. Aprendizaje

En esta seccién veremos la relevancia de definir un modelo de aprendizaje
en ambientes inciertos. El paradigma de modelo de aprendizaje en teoria de
la decision es el regla de Bayes. El siguiente ejemplo llama la atencién sobre
las sutilezas de este concepto.

Ejemplo 6.24 (Paradoja de Monty Hall). Una persona esta frente a tres
puertas cerradas. Se sabe que detréas de alguna de las puertas hay un gato y
el objetivo de la persona es adivinar en qué puerta esta el gato. La persona
se le pide escoger una puerta. Después, una segunda persona que sabe donde
esta el gato y cuél fue la puerta elegida por la primera persona abre una de

168



Riascos, A. Juegos Estratégicos y sus Aplicaciones Version 9.0, 2025

Figura 6.12: Cara y sello.

las puertas en la que no esté el gato y que no haya sido la elegida por la
primera persona. La primera persona puede observar que la puerta que fue
abierta no tiene el gato y conoce la forma de actuar de la segunda persona.
Ahora, se le pregunta a la primera persona si desearia cambiar de puerta.

El sentido coman dice que no hace diferencia. Pero la teoria de la probabi-
lidad dice otra cosa. La probabilidad de encontrar el gato en la puerta que
permanece cerrada y que no es la elegida por la primera persona es mayor que
la elegida inicialmente. Intuitivamente, cuando la persona elige una puerta
la probabilidad de que el gato este en esa puerta es % Esto sigue siendo
cierto no importa lo que haga la segunda persona con las otras dos puertas
(i.e., suponga que la segunda persona abre alguna de las otras dos puertas
v no le revela la puerta abierta a la primera persona, en ese caso es evidente
que la primera persona sigue creyendo que eligi6é la puerta en la que esta el
gato con probabilidad %) Ahora, ciertamente el gato esta en esas otras dos
puertas con probabilidad % Al abrir una de esas dos puertas, la otra puerta,
la que no eligi6 la primera persona pasa a tener probabilidad % de tener el
gato. En conclusion, cambiar de puerta para la primera persona aumenta su
probabilidad de encontrar el gato de % a %

Para formalizar este problema, supongamos que la primera eleccion fue la
tercera puerta. Sean A, Ay y As los eventos en los cuales el gato esta detras
de la puerta 1,2 o 3 respectivamente. Sean B y Bs los eventos en los cuales
el segundo jugador abre la puerta 1 o 2 respectivamente. Nuestro objetivo es
calcular P(A; | Bj). Entonces, dada la informacion del problema es natural
suponer:
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( Z) 237
P(B1]A1) =P(Bs | A2) =0,
P(B1| A2) =P(B2 | A1) =1y
P(Bi1|A3) =P(B2|43) = -

Entonces si la segunda persona abre la puerta 2 es facil calcular, usando la
regla de Bayes, P (A; | Bs) = 3

Ejercicio 6.25. Usando la regla de Bayes, demuestre que P (A;|Bs) = %

Vamos a introducir algunas restricciones de compatibilidad entre las expec-
tativas y estrategias de comportamiento de los jugadores.

Definiciéon 6.26 (Consistencia con regla de Bayes). Una estimacion de un
juego ({pi}z‘:l,...n , {bi}z‘:l,...n> es consistente con la regla de Bayes si, dadas
las estrategias de comportamiento de todos los jugadores, la expectativa que
tiene cada jugador de estar en un nodo especifico es igual a la probabilidad de
alcanzar ese nodo, condicional a que se alcanza el conjunto de informacién
al que pertenece el nodo. Obsérvese que esto no impone ninguna restric-
cion sobre las expectativas que puede tener un jugador de estar en un nodo
particular cuando la probabilidad de llegar al conjunto de informacién que
contiene ese nodo es cero.

Definiciéon 6.27 (Equilibrio Perfecto Bayesiano Débil). Una estimacion de
un juego es un Equilibrio Perfecto Bayesiano Débil (EPBD) si es secuencial-
mente racional y si la estimacion es consistente con la regla de Bayes.

Algunas observaciones:

= La estimacion del juego de cara y sello del ejemplo anterior no es consis-
tente con la regla de Bayes y, por lo tanto, no es un Equilibrio Perfecto
Bayesiano Débil.

» Todo Equilibrio Perfecto Bayesiano Débil es un equilibrio de Nash (véa-
se Mas-Colell et al.| (1995]), proposicion 9.C.1 pagina 285).

= Un Equilibrio Perfecto Bayesiano Débil no tiene que ser necesariamen-
te un equilibrio perfecto en subjuegos como lo demuestra el siguiente
ejemplo.
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Ejemplo 6.28 (Equilibrio Perfecto Bayesiano Débil que no es EPS). En el
juego de la figura (B, X, D) es un equilibrio perfecto Bayesiano débil
que lo sustenta la expectativa del jugador 3 de estar en el nodo superior
de su conjunto de informacién con probabilidad 0. Sin embargo, este no es
un equilibrio perfecto en subjuegos porque en el tnico subjuego propio, la
estrategia inducida no es un equilibrio de Nash (el jugador 3 tiene incentivos
unilaterales a desviarse).

(2,2,2)
(0,2,0)
(0,1,0)

(2,1,2)

Figura 6.13: EPBD que no es EPS.

Ejemplo 6.29 (Equilibrio Perfecto Bayesiano Débil con expectativas no
creibles). En el juego de la figura las estrategias (x,l) son un EPBD
con la expectativa del jugador II de estar parado en el nodo de la izquierda
con probabilidad 0,9. Sin embargo, esa expectativa no es creible (i.e., seria
maés natural que el jugador II le asignara probabilidad % a cada uno de sus
nodos).

Ejercicio 6.30. Encontrar un equilibrio creible del anterior ejemplo.

La consistencia con la regla de Bayes deja indeterminadas las expectativas
en los conjuntos de informaciéon que no tiene una probabilidad positiva de
ser alcanzados.

6.4. Expectativas no creibles

Dos restricciones adicionales que ayudan a restringir el universo de expecta-
tivas son las siguientes.

Definiciéon 6.31 (Independencia). Las expectativas deben reflejar que los
jugadores escogen sus estrategias de forma independiente.
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©

) 06 6

Figura 6.14: Equilibrio Perfecto Bayesiano Débil que no es creible (Fuente:
Ejemplo 9.C.4 de Mas-Colell et al,| (1995)).

La figura [6.15 muestra un juego en el que la restriccion de independencia
sobre la expectativas implica que o = 3.

1 (1)

Figura 6.15: Condicion de independencia.
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Definicién 6.32 (Simetria). Jugadores con idéntica informacion deben tener
las mismas expectativas.

La figura muestra un juego en el que la restricciéon de independencia y
simetria sobre la expectativas implica que a = .

Figura 6.16: Condicién de simetria.

Las hipétesis de consistencia con la regla de Bayes, independencia y simetria
son equivalentes a que la evaluacion de un juego sea consistente en el sentido
de la siguiente definicion. [f

Definiciéon 6.33 (Evaluaciones Consistentes). Decimos que una evaluacion
de un juego <{pi}i:1,...n , {bi}z‘:l,...n) es consistente si existe una sucesion de

estrategias de comportamiento conjuntas {bf}kzl,---m tal que:

1. Para todo k y para todo ¢, bf es de soporte completo o completamen-
te mixta (i.e., toda estrategia pura tiene probabilidad estrictamente
positiva de ser elegida).

2. Para cada %, la sucesion {bf}kzl’“_ converge a b;.

8Para mas detalles véase [Kohlberg and Reny| (1997).
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3. Para cada i, las expectativas que induce la sucesion {b¥},—1 . de acuer-
do a la regla de Bayes convergen a las expectativas p;.

Definiciéon 6.34 (Equilibrio Secuencial). Una evaluacion de un juego es un
equilibrio secuencial si es consistente y secuencialmente racional.

Intuitivamente, en ningin momento del juego (atin en conjuntos de infor-
macion con probabilidad cero de ser visitados) un jugador tiene incentivos
unilaterales a desviarse.

Ejercicio 6.35. Dé un ejemplo de un equilibrio perfecto en subjuegos que
sea secuencialmente racional, pero que no sea un equilibrio secuencial.

El analogo al teorema de Nash o al teorema de Selten es, para equilibrios
secuenciales, el teorema de Kreps y Wilson.

Teorema 6.36 (Kreps y Wilson). Todo juego en forma extensiva con me-
moria perfecta tiene un equilibrio secuencial (posiblemente en estrategias de
comportamiento) y todo equilibrio secuencial es un equilibrio perfecto en
subjuegos.

Ejemplo 6.37. Equilibrio perfecto Bayesiano débil que es perfecto en sub-
juegos pero no equilibrio secuencial. Considere el juego de la figura [6.17
Las estrategias (A, b,U) son un equilibrio perfecto débil Bayesiano siempre
y cuando el jugador 3 crea que estd en x3; con probabilidad superior a %
Este equilibrio no es creible y no es un equilibrio secuencial. Soportar este
equilibrio requerirfa una sucesién de expectativas convergiendo a cero en el

nodo x31. En cambio, (B,b, V) es un equilibrio secuencial y es creible.

Ejemplo 6.38. Equilibrio Secuencial puede no ser creible. Considere el juego
de la figura abajo. Este juego tiene un equilibrio secuencial (A4,b) que
no es crefble.

Obsérvese que hasta este punto todos los argumentos para dudar sobre la
credibilidad de un equilibrio que lo sustenta una estrategia no creible, se ba-
san esencialmente en un argumento de induccién hacia atras. Intuitivamente,
estamos suponiendo que los jugadores suponen que después de tomar sus ac-
ciones, los jugadores que toman acciones posteriores van ha tomar la mejor
accion disponible (i.e., los jugadores se van a portar bien). Esto contrasta
con la nocion informal que introduciremos en el siguiente capitulo de induc-
cion hacia adelante en la que, intuitivamente, suponemos que los cuando los
jugadores planean tomar una accién, suponen que en el pasado los demés
jugadores han tomado la mejor accion disponible (i.e., los jugadores se han
portado bien).
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(0,0,1)

(0,0,0)

(0,0,0)

(2,2,2)

(1,0,0)

Figura 6.17: Equilibrio perfecto Bayesiano débil que es perfecto en subjuegos
pero no equilibrio secuencial. Fuente: Figura 4.10 de [Vega-Redondo| (2003)).

(2,1)

(717 71)

(3,0)

(_17 O)

Figura 6.18: Equilibrio Secuencial que no es crefble.
Ejercicios
1. Este ejercicio es una continuacion del ejemplo de la figura 4.10 de Vega

- Redondo. Considere el juego de la figura abajo y las siguiente sucesion
de estrategias de comportamiento para cada jugador.

El jugador 1, tiene la sucesion de estrategias v, = (1—(1+p)e}., €}, pey.)
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donde k = 1,2,... y p € (0,1) y e,}/, es cualquier sucesion de numeros
reales positivos tal que €}, — 0.

El jugador 2, tiene la sucesion de estrategias 7,3 = (6%, 1- e%) donde

k:

1,2,...y e% es cualquier sucesién de niimeros reales positivos tal

que ez — 0.

El jugador 3, tiene la sucesion de estrategias ’y,?; =(1- 62, 62) donde

k =

1,2,...y e% es cualquier sucesiéon de nimeros reales positivos tal

que ez — 0.

a)

f)

Dada una estrategia comportamiento (v{,~Z,v#) tiene todos los
conjuntos de informacién de todos los jugadores probabilidad po-
sitiva de ser visitados con estas estrategias de comportamiento?
Mostrar que (vi,v2,v2) — (A,b,U)

Usar la regla de Bayes para mostrar que para cada k el tnico
sistema de expectativas consisten con la regla de Bayes es para
el jugador 2, pa(z) = 115, pa(y) = 1 — 3 v para 3, p3(7) = €,
p3(y) =1«

Muestre que las expectativas del numeral para el jugador 3 con-
vergen a p3(Z) = 0y p3(y) = 1.

. Es el resultado del item anterior consistente con las expectati-
vas necesarias que debe tener el jugador 3 para que el equilibrio
(A,b,U) sea un equilibrio perfecto Bayesiano débil?

,Como interpreta usted este ejercicio?

2. Considere el siguiente juego (Caballo de Selten), figura [6.19|

a)

o1,1,1

3,3,2 0,0,0 4,4,0 0,0,1

Figura 6.19: Caballo de Selten.

Calcular un equilibrio de Nash en estrategias puras que no sea
secuencialmente racional.
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b) Calcular un equilibrio secuencial.
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