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Cournot

Supongamos que n firmas que producen un único bien
homogéneo, las firmas son heterogéneas en costos y no tienen
restricciones de capacidad.

D : R→ R la demanda agregada y suponemos que satisface
la ley de la demanda.

La función inversa la denotamos por P : R→ R.

suponemos que cada firma tiene una función de costos
creciente Ci : R+ → R+.
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Cournot

El pago neto es Πi (qi , q−i ) = P(Q)qi − Ci (qi ).

En un equilibrio de Nash (interior) (q∗1 , ..., q
∗
n), donde qi es la

oferta de la firma i , se cumple:

C ′i (q
∗
i )− P(Q∗) = P ′(Q∗)q∗i (1)

Esto es es equivalente a:

P(Q∗)− C ′i (q
∗
i )

P(Q∗)
=
−P ′(Q∗)
P(Q∗)

q∗i =
−1

ε(P(Q∗))

q∗i
Q∗

donde ε denota la elasticidad de la demanda agregada.



Cournot

Esto muestra que el markup depende de:
1 La elasticidad de la demanda con respecto al precio (entre más

inelástica mayor la diferencia).

2 La participación de mercado
q∗
i

Q∗ de la firma.



Cournot: Aplicación sector eléctrico

Demanda inelástica, concentración de mercado y costos de
almacenamiento.

Índice de oferta residual (IOR):

IORi =

∑
j Qj − Qi

Q

Qk es la oferta (declarada) del recurso k,
∑

j Qj es la
capacidad total del sistema y Q es la demanda. Vamos a
utilizar el Índice de Oferta Residual (IOR) por firma por hora.



IOR vs. Agente Pivotal

IOR vs Agente Pivotal

IOR o 
Pivotal

Oferta residual / Demanda
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1

Figura: El IORi mide qué tan relevante es la oferta del agente i en la
oferta total



IOR: Proporción Horas por Recurso

Figura: IOR por recurso. Fuente: XM. Cálculos del autor.



IOR: Proporción Horas por Agente

Figura: IOR por agentes. Fuente: XM. Cálculos del autor.



IOR: Proporción Horas por Agente Horas Pico vs Valle

Figura: IOR por agentes horas pico vs. valle. Fuente: XM. Cálculos del
autor.



Impacto: Resultados Validación Markups y contratos

La teoŕıa económica sugiere que el IOR refleja poder de
mercado.

Volviendo al modelo de Cournot, en equilibrio no es dif́ıcil ver
que el IORi esta relacionado con el Markup de acuerdo a la
siguiente relación:

Markup ≡ P − CMi

P
= −1

ε
(1 + (

1

Q

∑
j recurso no despachado

Qj)− IORi )



Impacto: Resultados Validación Markups y contratos

Figura: Relación entre el markup y el IOR. Fuente: XM. Cálculos del
autor.



Impacto: Resultados Validación Markups y contratos

Figura: Relación entre el IOR y disponibilidad comercial. Fuente: XM.
Cálculos del autor.

Alternativamente, más enerǵıa contratada menos poder de
mercado (i.e., menor disponibilidad, menos poder de mercado
mayor el IOR).
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Bertrand

Competencia en precios.

En el modelo de oligopolio de Bertrand consideramos el caso
en el que el bien es homogéneo y las firmas son simétricas. En
particular vamos a suponer que las firmas tienen costos
marginales constantes e iguales entre si.

El equilibrio coincide con el equilibrio en competencia perfecta
y todas las firmas tienen beneficios cero. En caso de empate
las firmas se reparten el mercado en la misma proporción.

existen infinitos equilibrios de Nash y un solo equilibrio de
Nash simétrico.

El resultado no depende de si existen costos fijos o no.
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Mecanismo de cesiones y compensaciones

Estudiamos los efectos de cierto tipo de mecanismos de
sesiones y compensaciones en un mercado de commodities.

Este es un modelo simplificado del mercado del azúcar o el
aceite de palma en Colombia.

Supongamos que n productores venden un producto
homogéneo, costos de producción son cero y existen dos
mercados para el producto: un mercado interno y un mercado
externo. En ambos la demanda es inelástica.

Sea D la demanda interna por el bien, la demanda externa es
residual, todo lo que no se venda internamente se vende en el
mercado externo a un precio pE . Sea pMi el precio de venta
que fija el productor i en el mercado interno. Definimos
θ(pM) = ḿın{pM1 , ...pMn } donde n es el número de
productores.

A. Riascos Aplicaciones



Mecanismo de cesiones y compensaciones

La capacidad de producción de las firmas la denotamos por Qi

y su producción destinada a atender el mercado interno la
denotamos por qi (p

M).

Sea x = D∑n
i=1 Qi

la proporción de la capacidad de producción

total que representa la demanda interna y

xi (p
M) = qi (p

M)
Qi

la proporción de la producción total de la
firma i que se vende en el mercado interno.



Mecanismo de cesiones y compensaciones

Los beneficios de la firmas son:

πi = pE × Qi , si p
M
i > θ(pM)

(2)

πi = θ(pM)× xi (p
M)Qi + pE × (1− xi (p

M))Qi , si p
M
i = θ(pM)

(3)



Mecanismo de cesiones y compensaciones

Ahora, obsérvese que los beneficios de las firmas se pueden
reescribir como:

πi = pE × Qi , si p
M
i > θ(pM)

(4)

πi = (θ(pM)− pE )× xi (p
M)Qi + pE × Qi , si p

M
i = θ(pM)

(5)



Mecanismo de cesiones y compensaciones: Sin mecanismo

El equilibrio de Bertrand en este caso es θ(pM) = pE

(recuerde que la oferta es mayor que la demanda interna).



Mecanismo de cesiones y compensaciones: Sin mecanismo
y con aranceles

Ahora, suponga que existe la posibilidad de importar el bien a
un precio pI > pE (debido a aranceles que buscan proteger el
sector). Es claro que, debido a que la oferta es mayor a la
demanda interna, los aranceles no tiene ningún efecto sobre el
equilibrio. Este sigue siendo θ(pM) = pE .



Mecanismo de cesiones y compensaciones

Ahora suponga que los productores crean un mecanismo de
sesiones y compensaciones que, utilizando las cantidades
vendidas por cada productor (reportadas por estos y
debidamente auditadas) y los precios de exportación e
importación (públicamente disponibles), hacen las siguientes
transferencias a cada productor:

(pI − pE )× xQi , si p
M
i > θ(pM) (6)

(pI − pE )× (x − xi (p
M))Qi , si p

M
i = θ(pM) (7)



Mecanismo de cesiones y compensaciones

Después de recibir las transferencias los beneficios de las
empresas son,

pQi , si p
M
i > θ(pM) (8)

(θ(pM)− pI )× xi (p
M)Qi + pQi , si p

M
i = θ(pM) (9)

donde p = pI DQ + pE × (1− D
Q ) y Q es la capacidad total de

producción de las firmas.



Mecanismo de cesiones y compensaciones

En equilibrio θ(pM) = pI .

Los beneficios de equilibrio son pQi para todas las firmas
(vendan o no internamente).



Mecanismo de cesiones y compensaciones

El mecanismo de sesiones y compensaciones logra sostener un
precio interno más alto que en ausencia del mecanismo.
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Redes Adversarias Generativas

Sea pdatos la verdadera distribución de los datos en un espacio
x (i.e., distribución del ingreso de los colombianos).

Sea pg la distribución de un generador de datos en el espacio
x (i.e., se generan datos del ingreso de los colombianos a
partir de unas encuestas o usando un modelo generador como
una red neuronal que requiere un input).

Considere como generador de los datos en x un red neuronal
G que toma valores en z y genera valores x (los valores z se
generan con una distribución conveniente pz).

Sea D una función de aprendizaje ( discriminador) que toma x
y arroja la probabilidad D(x) de que los datos vengan de
pdatos (i.e., 1−D(x) es la probabilidad de que sean generados
por pg ).

A. Riascos Aplicaciones



Redes Adversarias Generativas

Se entrena el discriminador D para maximizar la probabilidad
de asignar la marca correcta de los ejemplos x y minimizar la
posibilidad de que marcar de forma equivocada ejemplos del
generador G como verdaderos:

máx
D

Ex∼pdata(x)[logD(x)] + Ez∼pz (z)[log(1− D(G (z)))]

Simútaneamente, se entrena el generador G para minimizar
que los ejemplos generados por G sean detectados por D:

ḿın
G

Ez∼pz (z)[log(1− D(G (z)))]

que es equivalente a:

ḿın
G

Ex∼pdata(x)[logD(x)] + Ez∼pz (z)[log(1− D(G (z)))]



Redes Adversarias Generativas

Esto sugiere que G y D pueden interpretarse como las
acciones de dos jugadores (el generador y el discriminador
respectivamente) en un juego de suma cero con función de
pagos pago para el jugador D:

V (D,G ) = Ex∼pdata(x)[logD(x)] + Ez∼pz (z)[log(1− D(G (z)))]

Por lo tanto el problema se puede plantear como:

máx
D

ḿın
G

V (D,G ) = ḿın
G

máx
D

V (D,G )



Redes Adversarias Generativas: Intuición

In other words,D andG play the following two-player minimax game with value function V (G,D):

min
G

max
D

V (D,G) = Ex∼pdata(x)[logD(x)] + Ez∼pz(z)[log(1−D(G(z)))]. (1)

In the next section, we present a theoretical analysis of adversarial nets, essentially showing that
the training criterion allows one to recover the data generating distribution as G and D are given
enough capacity, i.e., in the non-parametric limit. See Figure 1 for a less formal, more pedagogical
explanation of the approach. In practice, we must implement the game using an iterative, numerical
approach. Optimizing D to completion in the inner loop of training is computationally prohibitive,
and on finite datasets would result in overfitting. Instead, we alternate between k steps of optimizing
D and one step of optimizing G. This results in D being maintained near its optimal solution, so
long as G changes slowly enough. This strategy is analogous to the way that SML/PCD [31, 29]
training maintains samples from a Markov chain from one learning step to the next in order to avoid
burning in a Markov chain as part of the inner loop of learning. The procedure is formally presented
in Algorithm 1.

In practice, equation 1 may not provide sufficient gradient for G to learn well. Early in learning,
when G is poor, D can reject samples with high confidence because they are clearly different from
the training data. In this case, log(1 − D(G(z))) saturates. Rather than training G to minimize
log(1−D(G(z))) we can train G to maximize logD(G(z)). This objective function results in the
same fixed point of the dynamics ofG andD but provides much stronger gradients early in learning.

x

z

X

Z

X

Z

. . .

X

Z

(a) (b) (c) (d)

Figure 1: Generative adversarial nets are trained by simultaneously updating the discriminative distribution
(D, blue, dashed line) so that it discriminates between samples from the data generating distribution (black,
dotted line) px from those of the generative distribution pg (G) (green, solid line). The lower horizontal line is
the domain from which z is sampled, in this case uniformly. The horizontal line above is part of the domain
of x. The upward arrows show how the mapping x = G(z) imposes the non-uniform distribution pg on
transformed samples. G contracts in regions of high density and expands in regions of low density of pg . (a)
Consider an adversarial pair near convergence: pg is similar to pdata and D is a partially accurate classifier.
(b) In the inner loop of the algorithm D is trained to discriminate samples from data, converging to D∗(x) =

pdata(x)
pdata(x)+pg(x)

. (c) After an update to G, gradient of D has guided G(z) to flow to regions that are more likely
to be classified as data. (d) After several steps of training, if G and D have enough capacity, they will reach a
point at which both cannot improve because pg = pdata. The discriminator is unable to differentiate between
the two distributions, i.e. D(x) = 1

2
.

4 Theoretical Results

The generator G implicitly defines a probability distribution pg as the distribution of the samples
G(z) obtained when z ∼ pz . Therefore, we would like Algorithm 1 to converge to a good estimator
of pdata, if given enough capacity and training time. The results of this section are done in a non-
parametric setting, e.g. we represent a model with infinite capacity by studying convergence in the
space of probability density functions.

We will show in section 4.1 that this minimax game has a global optimum for pg = pdata. We will
then show in section 4.2 that Algorithm 1 optimizes Eq 1, thus obtaining the desired result.
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Redes Adversarias Generativas: Implementación con
imágenes



Redes Adversarias Generativas

Model MNIST TFD
DBN [3] 138± 2 1909± 66

Stacked CAE [3] 121± 1.6 2110± 50
Deep GSN [6] 214± 1.1 1890± 29

Adversarial nets 225± 2 2057± 26

Table 1: Parzen window-based log-likelihood estimates. The reported numbers on MNIST are the mean log-
likelihood of samples on test set, with the standard error of the mean computed across examples. On TFD, we
computed the standard error across folds of the dataset, with a different σ chosen using the validation set of
each fold. On TFD, σ was cross validated on each fold and mean log-likelihood on each fold were computed.
For MNIST we compare against other models of the real-valued (rather than binary) version of dataset.

of the Gaussians was obtained by cross validation on the validation set. This procedure was intro-
duced in Breuleux et al. [8] and used for various generative models for which the exact likelihood
is not tractable [25, 3, 5]. Results are reported in Table 1. This method of estimating the likelihood
has somewhat high variance and does not perform well in high dimensional spaces but it is the best
method available to our knowledge. Advances in generative models that can sample but not estimate
likelihood directly motivate further research into how to evaluate such models.

In Figures 2 and 3 we show samples drawn from the generator net after training. While we make no
claim that these samples are better than samples generated by existing methods, we believe that these
samples are at least competitive with the better generative models in the literature and highlight the
potential of the adversarial framework.

a) b)

c) d)

Figure 2: Visualization of samples from the model. Rightmost column shows the nearest training example of
the neighboring sample, in order to demonstrate that the model has not memorized the training set. Samples
are fair random draws, not cherry-picked. Unlike most other visualizations of deep generative models, these
images show actual samples from the model distributions, not conditional means given samples of hidden units.
Moreover, these samples are uncorrelated because the sampling process does not depend on Markov chain
mixing. a) MNIST b) TFD c) CIFAR-10 (fully connected model) d) CIFAR-10 (convolutional discriminator
and “deconvolutional” generator)
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