Capitulo 3

Otros conceptos de SO]UCiéHH

Una de las debilidades de la teoria desarrollada hasta este punto es la mul-
tiplicidad de equilibrios que se pueden encontrar incluso en juegos muy sen-
cillos. En este capitulo introducimos formas de eliminar algunos de estos
equilibrios usando conceptos de solucién mas demandantes estratégicamente
y/o epistemologicamente (i.e., nivel de conocimiento exigido).

3.1. Equilibrio perfecto

La eliminaciéon de estrategias dominadas débilmente es dificil de justificar
sobre la base del comportamiento puramente racional: una estrategia domi-
nada débilmente puede ser un mejor respuesta a alguna estrategia de otro
jugador. Luego, s6lo si estamos seguros de que el otro jugador no va utili-
zar esa estrategia se justifica eliminarla. El concepto de equilibrio de Nash
tampoco elimina estrategias dominadas débilmente: Puede existir un equi-
librio de Nash tal que un jugador estd utilizando un estrategia dominada
débilmente. Para mayor ilustraciéon consideremos el siguiente juegoE]

Ejemplo 3.1 (Equilibrio de Nash dominado).

2| A B
a 1,1 | 0,-3
b |-3,0| 0,0

'Riascos, A. Juegos Estratégicos y sus Aplicaciones. Version 9, 2026.
?Esta seccion esta basada en [Mas-Colell et al.| (1995).
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La estrategia (b, B) es un equilibrio de Nash en el cual ambas estrategias son
débilmente dominadas.

Vamos a ver que si suponemos cierta cautela por parte de los jugadores, en
la medida que estos reconozcan que con cierta probabilidad sus adversarios
pueden no jugar Nash, entonces es posible racionalizar la eliminaciéon de
estrategias dominadas débilmente.

Quisiéramos definir un concepto de equilibrio que sea robusto a cierto tipo
de perturbaciones del juego que reflejan la posibilidad de que los jugadores
puedan cometer errores. La definicién que captura esta idea es la siguiente:

Definiciéon 3.2 (Equilibrio perfecto en forma normal). Sea ¢ : S; — (0,1)
tal que Zsesi €i(s) <1y A, ={o; € 2(S;) : 0i(s) > €i(s)Vs € S;}. Es decir,
A, es el conjunto de todas las estrategias mixtas con soporte completo y aco-
tadas por debajo por €;. Denotamos por G, = (N, (Aei)i:Lm’N , (771')1‘:1,...7N>
el juego perturbado por (&);,_; -

Decimos que o es un equilibrio perfecto en forma normal si es un equilibrio
de Nash y si existen sucesiones (ef) w—1. Y equilibrios de Nash ¥ de los
juegos perturbados G« tal que:

L. im0 €¥(s) =0 Vi, s € S;

: k
2. im0 07 = 05

En otras palabras, un juego perturbado es aquel en el que se juegan todas
las estrategias puras con probabilidad positiva. De esta manera, la definiciéon
de equilibrio perfecto solo requiere que exista una sucesion de juegos pertur-
bados y equilibrios de Nash de los juegos perturbados que converjan al juego
original y estrategia candidata a ser un equilibrio perfecto. Intuitivamente la
definiciéon captura la idea de que los agentes pueden cometer errores (trem-
bling hand) y por lo tanto evalian juegos ligeramente perturbados donde los
agentes le asignan probabilidad positiva a todas la estrategias puras.

La definicién anterior puede resultar muchas veces dificil de estudiar porque
requiere que se evalilen muchos juegos, por lo que la siguiente proposicién
puede ayudar a verificar si un equilibrio de Nash es perfecto.

Proposiciéon 5. Sea G = (N,(S),_y  n,(m);—1 ) un juego en forma
normal. Una estrategia conjunta (al,i..;an) es un ,equilibrio perfecto (en
forma normal) del juego G si y solamente si para cada jugador ¢ existe
(Jf) ey Sucesion de estrategias mixtas de soporte completo tal que:
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.oy k
1. Para todo i, limy_, 0 = 0;.

k

2. Para todo i y k, 0; es la mejor respuesta cuando los demaés juegan o= .

Ejemplo 3.3. Considere el juego:

21 X Y
Aa | 0,1 | 0,1
Ab | 0,1 | 0,1
Ba | -1,2 | 1,0
Bb | -12] 23

(Aa, X) es un equilibrio perfecto en forma normal. Tome, por ejemplo, las
sucesiones de estrategias mixtas con soporte completo o*lf =(1- %, %, %, %) y
012“ =(1- %, %) con k =4,5,6,.... Note que la suma de todos los componentes
de la estrategia es uno y cada uno de estos esté entre cero y uno, para todo
k en el dominio definido. También es importante resaltar que esta es una
estrategia completamente mixta ya que Gnicamente cuando k — oo algunos

componentes de la estrategia se vuelven cero.

Para probar que efectivamente se trata de un equilibrio perfecto se necesita
mostrar que se cumplen las dos condiciones de la proposicién anterior.

1. limy_,o af = o; para todo 1.

lim of = lfm

3111
k—o0 k—o0 k’kykjk
ll

lim of = lim <1— k’k) = (1,0) = 09

k—o0 k—o0

2. Para todo ¢ y k, 0; es la mejor respuesta ante Jﬁi.

= Para el jugador 1:

1 (Aa, ob) = <1_;> 0+ @) £0=0
m1(Ab, 0%) = <1—]1> £ 0+ (i) £0 =0
mBao) = (1- 1) <0+ (1) e1=-143
m1(Bb,03) = <1—,1> x(—1) + (;) *2=—1+%
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Note que tanto Ba como Bb tienen un pago que se va reduciendo
en la medida que k crece. El pago més alto entonces lo tienen
cuando k = 4 y para ambas estrategias este pago es menor que
cero. Por lo tanto para i = 1 es verdad que 01 = Aa es mejor
respuesta para todo k.

= Para el jugador 2:
wz(af,X): <1—Z> * 1+ (;) x 1+ <;) *2 4 <11:> %9
3 1 1 1

Note que el pago de jugar X es igual al de de jugar Y maés %, y
como k es un numero positivo, siempre va a ser mejor jugar X.
Con esto se demuestra que 09 = X es mejor respuesta para todo
k.

_l’_

1

+
= N

1

Ejercicio 3.4. Considere el juego:

2] X [ Y

Aa | 02 | 02
Ab | 02 | 02
Ba | -1,0 | 3,0
Bb | -1-1 | 11

Encuentre todos los equilibrios perfectos en forma normal y las sucesiones
de estrategias mixtas que los soportan.

Ejercicio 3.5. Demuestre que en todo equilibrio perfecto en forma normal
ninguna estrategia débilmente dominada es jugada con probabilidad positiva.

Ejercicio 3.6. Considere el juego:

N[ X Y
A 2222
BC | 4,1 | 1,0
BD | 0,0 | 0,1

Este juego tiene un equilibrio perfecto en formal normal pero no en forma
extensiva (véase Capitulo [7)).

Selten! (1997) demostr6 que todo juego finito tiene un equilibrio perfecto en
forma normal. En particular, todo juego finito tiene un equilibrio de Nash
en el que ninguna estrategia débilmente dominada se juega con probabilidad
positiva.
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3.2. Equilibrio fuerte y equilibrio inmune a coali-
ciones

El concepto de equilibrio de Nash se basa en la idea de que, en equilibrio,
no deben existir incentivos unilaterales a desviarse. Esto es, ningin jugador
puede hallar beneficioso desviarse de la estrategia que le corresponde en Nash
suponiendo que los demas mantienen fija la estrategia que les corresponde
en Nash. Un generalizacién natural de esta idea es suponer que no existen
incentivos a que ningin grupo de personas (i.e., coaliciones) se desvien de
las estrategias que a ese grupo les corresponde cuando se supone que los
que estan fuera de la coalicién mantiene sus estrategias fijas. La siguiente
definicion formaliza esa idea.

Definiciéon 3.7 (Equilibrio fuerte). Una estrategia conjunta & es un equili-
brio fuerte si para todo C' C N no existe una estrategia conjunta (o;);c tal
que:

7i((0i)iec, On\c) > mi(0), Vie C

Podemos deducir inmediatamente de la definicién que un equilibrio fuerte es
eficiente débilmente en el sentido de Pareto.

Ejemplo 3.8. Este juego tiene un tnico equilibrio fuerte pero dos equilibrios
de Nash.

1'2] A | B
A | 1,100
B 00|44

Este es un concepto de equilibrio muy fuerte (no existe en el caso del Dilema
de los Prisioneros) y pueden darse otro tipo de dificultades como lo ilustra
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.9. Basado en Bernheim et al.| (1987). Considere el siguiente juego
entre tres individuos.

2] A B [12] A B

X [0,0,10" | 55,0 | X |-2,2,0 | -5-5,0
Y | 550 | 1,14 | Y | 550 -1-1,5°
M 3 N

En este juego existen dos equilibrios de Nash - Cournot, (X, A, M)y (Y, B, N).
Ninguno de los dos es un equilibrio fuerte. Para ver que el primer equilibrio
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(X,A,M) no es un equilibrio fuerte, obsérvese que 1 y 2 tienen un incentivo
a desviarse. Como el segundo equilibrio es dominado por el primero, en el
sentido de Pareto, entonces no es un equilibrio fuerte.

Ahora, los dos son Nash y el primero domina al segundo, es esto una razoén
suficiente para que los jugadores jueguen el primer equilibrio (X, A, M)? Con-
sidere los incentivos a desviarse del segundo equilibrio al primero. Los tres
jugadores tienen incentivos para desviarse al equilibrio dominante. Ahora, si
los jugadores 1 y 2 creen que el jugador 3 va jugar M, la idea del equilibrio
fuerte nos sugiere que 1 y 2 tendrian el incentivo a desviarse juntos y jugar Y,
B respectivamente. Pero si el jugador 3 internaliza ese argumento entonces
preferiria jugar N y volvemos al equilibrio ineficiente.

El punto relevante del argumento anterior es que si lo jugadores tiene liber-
tad de formar coaliciones, comunicarse libremente y llegar a acuerdos que
generen incentivos a que la coalicién los respete, entonces se pueden con-
siderar incentivos no solamente unilaterales, sino incentivos a desviaciones
de varios jugadores (una coaliciéon). Cuando esos incentivos no existen, se
obtiene un concepto de solucién mas fuerte que Nash, pero mas débil que el
concepto de equilibrio fuerte.

Definicién 3.10 (Equilibrio inmune a coaliciones informalmente). Una es-
trategia conjunta (informalmente) es un equilibrio inmune a coaliciones si:

1. Es un equilibrio de Nash - Cournot.

2. No existen incentivos a desviaciones bilaterales admisibles (que bene-
fician a ambos jugadores). Una desviacion bilateral es admisible si es
un equilibrio de Nash - Cournot del juego reducido de dos jugadores
donde todos los demas jugadores tienen sus estrategias fijas.

3. No existen incentivos a desviaciones trilaterales admisibles (para los
tres jugadores). Una desviacion trilateral es admisible si no existen
incentivos a desviaciones bilaterales admisibles del juego inducido en
el que solo los tres jugadores cambian de estrategia y los demés no lo
hacen.

4. Asi sucesivamente ad infinitum.

Ciertamente, este es un concepto de equilibrio méas débil que el concepto de
equilibrio fuerte (menos desviaciones estratégicas del candidato a equilibrio
son admisibles). Notemos que, por ejemplo, en el dilema de los prisioneros
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no existe un equilibrio fuerte pero el equilibrio en estrategias dominadas si
es un equilibrio inmune a coaliciones.

En el ejemplo el equilibrio (Y, B, N) es un equilibrio inmune a coali-
ciones. Para ver esto verifiquemos las condiciones de la definicién anterior.
(Y, B, N) es un equilibrio de Nash y no existen incentivos bilaterales a des-
viarse (menos aun a desviaciones bilaterales admisibles). Ahora, considere los
incentivos a una desviacion de la coaliciéon de todos los jugadores. Claramen-
te existe un incentivo a moverse al equilibrio de Nash - Cournot (X, A, M).
Preguntémonos entonces si esta desviaciéon es admisible. Para ser admisible
no deberia de haber ningiin incentivo a desviaciones bilaterales admisibles.
Sin embargo, los jugadores 1 y 2 si tiene un incentivo a desviarse y esta
desviacion si es admisible pues es un equilibrio de Nash del subjuego que
definen ellos dos.

Este es un concepto muy fuerte de equilibrio y deja de existir en muchas
circunstancias.

3.3. Juegos con contratos

En varias ocasiones hemos visto que los equilibrios de Nash son ineficientes
en el sentido de Pareto. A lo largo del libro vamos a estudiar varias formas
de mitigar este problema. Una de ellas es la introduccién de contratos de
obligatorio cumplimiento.

Considere el siguiente juego.

12X, | Vs
X1 | 2,206
Yi |60 1,1

(Y1,Y3) es un equilibrio de Nash, pero la ineficiencia del equilibrio motiva
la introducciéon de un mecanismo de coordinaciéon. Una forma de hacer es-
to es permitir que los jugadores se comuniquen. Esto puede hacerse con un
espacio de estrategias muy complicado. Una alternativa es suponer que la
comunicacién se manifiesta en la posibilidad de firmar contratos de obligato-
rio cumplimiento. Esto quiere decir que firmar el contrato es comprometerse
a los pagos que este estableceﬁ

3Los pagos deben ser realizables a partir de los resultados posibles del juego original.
De lo contrario, introduciendo resultados nuevos, se podria lograr cualquier cosa.
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Esto quiere decir que los contratos son de obligatorio cumplimiento, por
ejemplo con un sistema de coercién judicial o informal, de lo contrario en
ocasiones existirfan incentivos a no honrarlos. Sin embargo, la firma del con-
trato es un decision voluntaria (una estrategia posible).

Suponga que se introduce un contrato: si ambos lo firman, ambos prometen
jugar (X7, X2). Si solamente uno lo firma, digamos i, entonces i promete
jugar Y;. El nuevo juego es:

12 X5 | Y2 | S
X, | 220606
Vi |60 1,111
Sy 16,0 1,122

Ahora (S1,52) es un equilibrio de Nash (de hecho un equilibrio perfecto).
Ahora, suponga que se introduce un contrato adicional: si ambos lo firman,
entonces se lanza una moneda al aire. Si cae cara, juegan (X1, Y2). Si cae
sello, juegan (Y7, X5). Si solamente uno firma este segundo contrato, digamos
i, entonces ¢ promete jugar Y;. El nuevo juego es:

12X | Y2 | S5 | S}
X1 221060606
Yi 16,0 1,1 1,1] 1,1
Sy 160 11]22[11
STT60 111,133

Ahora (51, S2), (S7,55) son equilibrios de Nash (de hecho, equilibrios perfec-
tos) y existe un tercer equilibrio en el cual cada jugador juega la estrategia
mixta (0, 0, %, %)

3.4. Equilibrio correlacionado

Otra forma de tratar de restablecer la eficiencia de la solucién de un juego,
es utilizando otros conceptos de equilibrio. El concepto de equilibrio corre-
lacionado es un concepto de equilibrio mas débil que el concepto de Nash
pero que permite alcanzar resultados més cercanos al 6éptimo social. Para
ver esto, considere el siguiente juego.
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1'2] A | B
X | 5,100
Y |44 |15

Este juego tiene dos equilibrios de Nash en estrategias puras: (X, A) y (Y, B).
Ademas existe un equilibrio simétrico en estrategias mixtas (%, %) cuyo pago
esperado es % para cada jugador. Este tultimo es ineficiente pues la estrate-
gia (Y, A) tiene un mayor pago para ambos jugadores. Obsérvese que este
equilibrio en estrategias mixtas le asigna una probabilidad positiva a (X, B).
Vamos a ver que esta ineficiencia en parte se le puede atribuir a la seleccién
aleatoria independiente que hacen los dos jugadores en sus estrategia mixtas.

Suponga que existe un mecanismo que permite coordinar las acciones de
los jugadores en este juego del siguiente estilo: al tirar una moneda al aire,
si cae cara se juega (X, A) si cae sello, (Y, B). El valor esperado de cada
jugador seria 3, lo que es mejor que la estrategia mixta, pero aun es ineficiente
pues (Y, A) sigue teniendo un mayor pago para ambos jugadores. Si ambos
acordaran la utilizacién de este mecanismo, este seria un equilibrio en el
sentido de que no existen incentivos a desviarse.

. Es posible acordar un mecanismo que sea un equilibrio y tal que el pago
esperado sea atin mejor? Si el mecanismo permite dar seniales privadas a cada
jugador, la respuesta es si. Vamos a demostrar que si se utiliza un mecanismo
de coordinacion con senales privadas existe un equilibrio (que definimos mas
adelante) en el cual la utilidad de cada individuo es 3.3.

La diferencia entre un mecanismo con senales privadas o publicas quedara
clara més adelante una vez definamos formalmente el concepto de recomen-
daciones. Por el momento, notemos que en el mecanismo descrito los agentes
podrian intentar desviaciones de la recomendacién condicionales a las reco-
mendaciones que el mecanismo le hace a los demas jugadores. En un meca-
nismo privado, las posibles desviaciones son tnicamente condicionales a la
recomendaciones privadas que el jugador recibe (es decir, no se puede pla-
near una estrategia dependiendo de las recomendaciones a los demas porque
estas no son observadas). Un ejemplo clasico de un mecanismo de coordina-
cién con senales publicas son las senales de un seméaforo en una interseccién
de dos vias.

Definicion 3.11 (Mecanismo de coordinacion estocastico). Un mecanismo

de coordinacién estocastico M para un juego en forma estratégica G es un
espacio de probabilidad (2, P = {PZ}Z:1 ~ »P) donde Q es un universo de
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eventos, P es una particién de 2 y p es una probabilidad sobre la partici(’)nﬁ

El mecanismo de coordinacién estocastico tiene como objeto permitir la coor-
dinaciéon de las estrategias con base en recomendaciones dadas a cada juga-
dor ~; :  — ¥; y donde cada jugador conoce la distribucién conjunta de
las funciones de recomendaciéon. Més precisamente, los jugadores conocen
el mecanismo de coordinacién estocéastico y por lo tanto pueden deducir la
distribucién conjunta de las funciones de recomendacién.

Definiciéon 3.12 (Equilibrio correlacionado). Dado un mecanismo de coor-
dinacién estocéastico M, un equilibrio correlacionado es un recomendacién
para cada jugador ~y; :  — ;, medible con respecto P, tal que para todo
;i : Q — X¥; medible con respecto a P:

S Pl (v(@) = 3 p(w)Fi (B (@) i ()

we weN

Donde y(w) = (11(w), ..., 7n(w)). En otras palabras, la idea es dar una re-
comendaciéon privada a los jugadores en donde las probabilidades de cada
recomendacién son conocidas por todos los agentes. A partir de estas proba-
bilidades los agentes calculan su pago esperado y evaltian si tienen incentivos
a seguir la recomendacién o no.

Ejemplo 3.13. Considere el juego anterior y el siguiente mecanismo de
coordinaciéon estocastico, M = ({wi,ws, w3}, P = {P1, P»},p) donde P, =
{{w1},{w2,w3}}, Po = {{ws},{wi,w2}} y p es la distribucion de probabi-
lidad uniforme sobre Q = {w;,ws, w3} (obsérvese que la o— algebra gene-
rada por la particion es partes de ). Ahora considere las siguientes re-
comendaciones: y1(w1) = X y 71(w2) = 1(ws) = Y; y 2(ws) = By
v2(w1) = 72(w2) = A. Entonces la recomendacion conjunta (7y1,72) es un
equilibrio correlacionado para el mecanismo de coordinacién estocastico M.
Para ver esto mostremos que ningin jugador tiene incentivos a desviarse.
Para el jugador 1, sea 7 una recomendacion medible con respecto a P;. Es
facil verificar para las diferentes alternativas de 7 que no existen incentivos
a desviarse. Para el jugador 2 se hace una verificacién similar.

La condiciéon que define el concepto de equilibrio correlacionado se puede
escribir de la siguiente forma:

Ep [T (V)] 2 Ep [T (Yi,7-i)]

“Mas formalmente, sobre la o— algebra generada por la particion {P;}i—1, . n.
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donde el valor esperado se calcula con respecto a la distribucién p.

Observemos también que la siguiente definicién es equivalente a la definicion
anterior, lo que sugiere que el espacio de eventos ) no es esencial.

Definiciéon 3.14 (Mecanismo de coordinacion estocastico en forma reduci-
da). Un mecanismo de coordinacion estocastico (en forma reducida) para un
juego en forma normal es una distribucion de probabilidad p : ¥ — [0, 1]. Por
simplicidad vamos a considerar tinicamente el caso en el que la distribucién
es de soporte finito.

Definiciéon 3.15 (Equilibrio correlacionado en forma reducida). Un equili-
brio correlacionado es un mecanismo de coordinacién estocéstico p : ¥ —
[0, 1] tal que para toda funciéon de recomendaciones para cada jugador 7, :
Y, — X; se tiene:

> B(o)Ti(0) = Y Blo)mi (7i (03) ,0-4)

ceY oEX

Ejercicio 3.16. Demostrar la equivalencia de las dos definiciones de equili-
brio correlacionado.

Observemos que para verificar que no hay incentivos a desviarse en un equi-
librio correlacionado basta con verificar que no existen incentivos a desviarse
de las recomendaciones a estrategias puras. Podemos interpretar este con-
cepto de equilibrio de la siguiente forma: cada jugador recibe de forma
privada una recomendaciéon para jugar o; y todos saben que la probabili-
dad con la que el mecanismo recomienda cualquier estrategia conjunta es
P Y1 X...X X, — [0,1]. Luego, un equilibrio correlacionado es uno en el que
ningin jugador tiene un incentivo a utilizar una funcién de recomendacién
distinta a la funciéon identidad.

Todo equilibrio de Nash es un equilibrio correlacionado. Sea ¢* = (o7, ...,0%)
un equilibrio de Nash. Entonces si definimos Q = [[; S; y p = 0] x ... X o}
este es un mecanismo de coordinacién que soporta el equilibrio correlacionado
donde la recomendacion es la funcion constante v; = o7
Hay otra forma de representar un equilibrio de Nash como un equilibrio
correlacionado (considere el espacio de estados como las estrategias mixtas
conjuntas y suponga que el mecanismo de coordinacién se concentra en el
equilibrio de Nash). Cuando existen varios equilibrios de Nash, cualquier dis-
tribucién sobre estos es un equilibrio correlacionado. Cuando el mecanismo
de coordinacién es publico estos son los tnicos equilibrios correlacionados
que existen.
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La idea de un equilibrio correlacionado con senales publicas es idéntica a la
definicién anterior excepto que a los jugadores se les permite utilizar reco-
mendaciones de la forma 7, : ¥ — ¥;. Se sigue que el conjunto de equilibrios
correlacionados que utilizan un mecanismo de coordinacién publico es un
subconjunto del conjunto de equilibrios correlacionados que utilizan un me-
canismo de coordinacién privado.

Ejemplo 3.17. Reescribamos el ejemplo anterior como un equilibrio corre-
lacionado en forma reducida. Para esto, basta con deducir la distribucion
conjunta de las dos recomendaciones (variable aleatorias) sobre el conjunto
de estrategias mixtas. Esa distribuciéon conjunta es el equilibrio correlaciona-
do en forma reducida. En este caso le asigna probabilidad % a ((1,0), (1,0)),
((0,1),(1,0)),((0,1),(0,1)) y probabilidad cero a ((1,0), (0,1)).

Ejercicio 3.18. Este ejercicio usa el teorema de Bayes, el cual sera intro-
ducido més adelante. Sin embargo, para aquellos que tengan conocimientos
bésicos en analisis Bayesiano, este ejercicio ofrece una perspectiva diferente
del concepto de equilibrio correlacionado. El ejercicio es prerrequisito para
entender el siguiente ejemplo. Sea p un mecanismo de correlaciéon estocastico.
Por el teorema de Bayes:

_ p(oi,0-i)

g_; | 0;) =

Pl 1) = 5 o)
o_;€EX_;

Utilizando esta probabilidad condicional podemos dar la siguiente interpre-
tacion del concepto de equilibrio correlacionado. Cada agente es informado
de su recomendacioén, pero no de la recomendacién de los demas. Entonces
p(o—; | 0;) es la probabilidad que el jugador i asigna a que a los demas
jugadores les hayan recomendado o_; cuando su recomendacion fue o;.

Demuestre que la siguiente definicién de equilibrio implica la definicién de
equilibrio correlacionado dada anteriormente. Decimos que p es un equilibrio
correlacionado si para todo o;, 0} € 3;:

> Blosilomilono)> Y Bloi| o) (o, o)

o_i€X_; o_i€EX_;

La anterior equivalencia de hecho facilita la prueba de la siguiente proposi-
cion.

Proposicion 6. Suponga que ES # (). Entonces, existe un unico equilibrio
correlacionado, y es aquel que soporta al tnico elemento de ES.
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Prueba. Sea s € S el (tnico) equilibrio en estrategias dominantes. Considere
el mecanismo de coordinacion estocastico p : X1 X ... x X, — [0, 1] dado por

p(o) = Ly5y(0)

Probemos inicialmente que este es un equilibrio correlacionado. Sea i € N y
; : 2; — 2; una funcién de recomendaciéon. Luego, note que

Zp 771 ’Yz Uz U—i) = ﬁz(:ﬁ(sz) ) < 777 317 z Zp 7Tz 04y, 0—4 )

ceY oEX

Donde en la primera y ultima igualdad hemos usado el hecho de que p es
degenerada en s y la desigualdad se debe a que s; es estrictamente dominante.

Ahora, veamos que este es de hecho el tnico equilibrio correlacionado. Su-
ponga hacia contradicciéon que existe otro equilibrio correlacionado distinto
q:31X...x X, —[0,1]. Luego existe 6 € X\ {s} tal que g(¢) > 0. En par-
ticular, esto implica que existe i* € N : G+ # s;+ y para este i* se satisface
por dominancia estricta de s;+ que 7(G+,0_+) < T(84+,5_4+). Considere la
funcion de recomendacion 7;+ : i+ — X+ dada por 7+ (0 ) = s4+. Entonces,

Zq 7Tz Oj*, 0 g% Zq 51*70— = 26(0)7?7,*(7}/2* (0'7;*),0'_1‘*)

ceEY oEX oEN

Lo que contradice que ¢ sea un equilibrio correlacionado. m

Resta responder si el anterior resultado se extiende o no al caso de domi-
nancia débil. Para ello, basta explotar el hecho de que la existencia de un
equilibrio en estrategias débilmente dominantes no implica unicidad del equi-
librio de Nash.

Ejercicio 3.19. Demuestre que la existencia de un equilibrio en estrategias
débilmente dominantes no implica unicidad del equilibrio correlacionado.

Ejemplo 3.20 (Juego de la gallina). Este juego sirve para ilustrar que los
equilibrios correlacionados pueden darle probabilidad positiva a estrategias
conjuntas que no son equilibrios Nash (incluso una probabilidad alta) y me-
jorar el pago esperado de todos los jugadores. Considere el siguiente juego:

1\2 Chicken out (C) | Dare (D)
Chicken out (C) 6.6 2.7
Dare (D) 7,2 0,0

Este juego describe la situaciéon en la que se encuentran dos pilotos que
van directo uno contra el otro. Si uno de los dos se acobarda (Chicken out) y
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esquiva al otro mientras que el segundo mantiene el rumbo, el cobarde recibe
un pago bajo y el que mantuvo el rumbo, un pago alto. Si ambos mantienen
el rumbo, colisionan, por lo que el pago es bajo para ambos. Si ambos se
acobardan, hacen como si nada hubiera pasado y el pago es alto para ambos.

Este juego tiene dos equilibrios de Nash en estrategias puras, y uno en mixtas:

EN = {(D,C% (€, D), <<§ ;> ’ <§ ;>>}

El pago que recibe cada uno de los jugadores en cada uno de los equilibrios
es el siguiente:

De estos pagos es posible ver que los dos Nash en puras llevan a resultados
muy desiguales entre los jugadores y que el pago del equilibrio en mixtas,
aunque es mas equitativo, es bajo. Por este motivo, puede ser interesante
intentar combinar los equilibrios de Nash con la estrategia conjunta (C, C)
para mejorar los pagos de los jugadores. El riesgo es que, como (C, C) no es
un equilibrio de Nash, al darle una probabilidad alta, los jugadores tengan
incentivos a desviar.

Probemos que la siguiente recomendacion es un equilibrio correlacionado.
(C,C) con probabilidad

v =< (D,C) con probabilidad
(C,D) con probabilidad

NN T

= Jugador 1

1. Cuando la recomendacién es jugar C. En este caso el jugador uno
no sabe si el otro recibié la recomendaciéon de jugar C o D. Por
este motivo usamos Bayes:

D=

Plyo=Clm=0C)= =

+
PN
Wl o

Plypo=D|m=0C)=

W — =
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a) Pago esperado de seguir la recomendacion:

2 1 14
m(s1 =71,82 =72 | N ) g ¥6+ g+ 3
b) Pago esperado de desviar:
2 1 14
7T1(81=D782=72|71=C)=§*7+§*0=§
Podemos concluir que el jugador 1 no tiene incentivos a desviar
14 _ 14

porque 3 = 7.
2. Cuando la recomendacion es jugar D. En este caso el jugador 1
sabe que al otro le recomendaron jugar C.

a) Pago esperado de seguir la recomendacion:
mi(s1=7,82="|n=D)="7
b) Pago esperado de desviar:
m(s1=C,s0=7|m=C)=6
Podemos concluir que, como 6 < 7, no hay incentivos a desviar.
= Jugador 2

1. Cuando la recomendacion es jugar C. En este caso el jugador dos
no sabe si el otro recibié la recomendaciéon de jugar C o D. Por
este motivo usamos Bayes:

Py =Cly=C)= 127 =2

Py1=D|yn=0C)=

a) Pago esperado de seguir la recomendacion:

2 1 14
7T2(81=’Y1,82=’Y2\7220):5*64—5*2:?

b) Pago esperado de desviar:
2 1 14
= =D =C)=—-xT+-x0=—
Ta(51 =71, 52 | 72 ) g7+ g* 3
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Podemos concluir que el jugador 2 no tiene incentivos a desviar

14 _ 14
porque 5 = .

2. Cuando la recomendacién es jugar D.
En este caso dos sabe que uno recibié la recomendacién de jugar

C

a) Pago esperado de seguir la recomendacion:
m(s1=m,82 =72 |2=D)="7
b) Pago esperado de desviar:
mo(s1=71,52=C |y =D)=6

Podemos concluir que, como 6 < 7, el jugador 2 no tienen incen-
tivos a desviar.

De esta manera se concluye que v es un equilibrio correlacionado. Calculemos
el pago esperado para los jugadores de que se juegue este equilibrio:

= Jugador 1

1 1 1 0
7T1(51=’Y1782=’Y2)25*6+1*7+Z*2+1*0=5725

= Jugador 2

1 1 1 0
71'2(81:’}/1,82:’}/2)25*64-1*24—1*74-1*0:5,25

Este pago es més alto que cualquier pago construido a partir de una combi-
nacion convexa de equilibrios de Nash. La Figura [3.20] (véase [Maschler et al.
(2020)) muestra que, efectivamente, este es el pago simétrico mas alto que
se puede conseguir en este juego con un equilibrio correlacionado.

Ejercicio 3.21. En el ejemplo de la batalla de los sexos

1. Determinesip((1,0), (1,0)) = §,p((0,1),(1,0)) = ; y p((0,1),(0,1)) =
% (todo lo demas cero) es un equilibrio correlacionado.

2. Demuestre que el conjunto de equilibrios correlacionados es conjunto
convexo.
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Uyt

Figura 3.1: Pagos del Juego de la Gallina. En gris claro se encuentran los
pagos posibles del juego, en gris mas oscuro los pagos que se pueden conseguir
con equilibrios correlacionados, y en gris oscuro los pagos que vienen de
combinaciones convexas de equilibrios de Nash. Fuente: Maschler et al.| (2020)
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3. Demuestre que la intersecciéon de este conjunto con el conjunto de las
distribuciones de probabilidad correlacionadas es igual al conjunto de
equilibrios de Nash.

Este ejercicio pone en evidencia dos propiedades geométricas genéricas
de los equilibrios correlacionados.

Una caracteristica sobresaliente de la definicién de equilibrio correlacionado
es que le da un papel importante a las asimetrias de informacion. Especifi-
camente, en un equilibrio correlacionado todos los jugadores usan una reco-
mendacion distinta. El ejemplo(3.22| resalta el papel que juegan las asimetrias
de informacién en situaciones estratégicas. En particular, vamos a ver que
perder informacién ex post puede tener como consecuencia una ganancia en
eficiencia.

Ejemplo 3.22. [Valor de la informacion| Considere el juego de la siguiente

figura (Vega-Redondol (2003)).

3 M N Q
'2 A B 1'2 A B 1'2 A B

X 003 0,00 X 222 0,00 X 000 1,11
Y 1,1,1 0,00 Y 000 222 Y 000 003

Vega-Redondo| (2003)), pagina 60.

Este juego tiene dos equilibrios de Nash en estrategias puras:(Y, A, M) y
(X, B,Q). Ambos equilibrios tiene un pago neto de 1 para cada jugador.
Existen, sin embargo, estrategias conjuntas que dominan a ambos equili-
brios: (X, A, N), (Y, B, N). Consideremos ahora el siguiente mecanismo de
coordinacion estocéstico (en forma reducida): p (X, 4, N) = p(Y, B,N) = 1.
Entonces p soporta un equilibrio correlacionado con pago esperado 2 para
cada jugador.

Ahora supongamos que 3 se le da la opcién de pagar por conocer la reco-
mendacién puntual que el mecanismo le hace a los otros dos jugadores. En
este caso 3 responderia de la siguiente forma: Si los otros dos juegan (X, A),
él juega M, y si juegan (Y, B), ¢l juega Q. Luego, si los otros dos jugadores
son informados de que 1 ha comprado esta opcion, ciertamente no jugaran
las estrategias recomendadas y no habré coordinacién, lo que impide que los
jugadores obtengan un pago de 2. Asi, la opcién de obtener méas informacion
para 3 no tiene ningin valor.
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Ejercicio 3.23. Considere el siguiente juego que representa los pagos posi-
bles de dos conductores que se acercan a una interseccion.

01 C S
C [-100-100 | 1,0
S 0,1 |00

1. Demuestre que este juego tiene dos equilibrios de Nash en estrategias
puras y uno en mixtas.

2. Calcule un equilibrio correlacionado.

3.5. Juegos Evolutivos

La teoria de juegos cléasica supone formas de racionalidad y conocimiento
muy fuertes. Una forma de racionalizar este comportamiento y desviaciones
del mismo es suponer que el comportamiento subéptimo es eventualmente
desplazado por formas de razonar o conocimiento que permiten una mejor
adaptacion a las interacciones estratégicas que los agentes enfrentan. Vamos
a estudiar una teoria estatica inspirada en ideas evolucionarias que pueden
ser un buen modelo en ciertas circunstancias.

Considere el siguiente juego bilateral simétrico G = ({1,2},7) entre dos
animales ez ante idénticos. Sus estrategias son actuar como pequeilo o como
grande:

12] S [ L
S 5518
L 8133

Decimos que una estrategia s es un Equilibrio Evolucionario Estable (EEE)
si para todo s existe un umbral € > 0 tal que si € > ¢ > 0:

(s, (1 —€)s+es’)) >n(s,(1—€)s+es)

Intuitivamente, si la poblacion (ex ante) utiliza como estrategia s y surge
una poblacion pequena de agentes que juegan s’ (por ejemplo, debido a una
mutacion) y la poblacion ez ante anticipa que la nueva poblacion (ez post)
va ser invadida en una pequena fracciéon € o menos, el pago esperado para la
poblacion de usar s’ es estrictamente menor que s.

S no es EEE. L si lo es. Obsérvese que (S, S) genera pagos mayores, lo que
sugiere una mejor adaptacion de los agentes. Sin embargo, es una adaptacion
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fragil. Una mutaciéon que introduce L en una poblaciéon de S se beneficia de
que la mayoria de las interacciones que L encuentra son con S (L esta mejor
adaptado que S). A su vez, una mutacion que introduce S en una poblacion
de L se ve afectada por el hecho de que la mayoria de las interacciones que
S encuentra son con L (L estd mejor adaptado que S).

Lo que parece sorprendente es que si inicialmente la poblacion estd com-
puesta por agentes s, con el tiempo su adaptabilidad decreceria. Esto no
contradice la hipotesis principal de la idea de evolucién segtun la cual con
el tiempo los agentes incrementan su adaptabilidad a un ambiente dado. La
clave aqui es entender que el ambiente no esta fijo y, en la medida que se
vuelva més hostil, puede suceder que su adaptabilidad decrezca, pero sea
evolutivamente mas estable (i.e., lo que importa es el beneficio en el largo
plazo).

Ahora, consideremos la siguiente generalizacién. Una poblacién grande de
agentes interaccionan paralelamente en juegos estratégicos bilaterales y si-
métricos. Sea S = {si,...,s1} el conjunto de estrategias, y A la matriz de
pagos. Esta es una matriz n x n. Interpretamos cada elemento a;; como el
pago que recibe (cada jugador) cuando usan las estrategias s;, sj. Permitimos
que los jugadores usen estrategias mixtas. Si un jugador juega o y el otro o’
el pago esperado para cada uno es:

cAo’

Una interpretacion posible es que o puede ser la estrategia que ex ante usa
toda la poblacién y ex post es la distribucién de la poblacion con la que se
juega cada estrategia pura.

El concepto clave es entonces el que introdujeron Smith y Price (1973).

Definicion 3.24. Una estrategia mixta ¢ es un equilibrio evolutivamente
estable si dado un o existe € > 0 tal que para todo 0 < € < €

cA((1 —€)o+ed’) >’ A((1 — €)o + ed’)

La interpretacion es la siguiente. Una poblaciéon grande y homogénea que
utiliza una estrategia o es un EEE si para cualquier otra estrategia ¢’ que
pueda utilizar una subpoblacién (mutante) existe un umbral € de tamafio de
la subpoblacién, tal que si esta es menor que ese umbral, el pago esperado
que cada agente espera es estrictamente mayor a usar ¢’ # o cuando la
poblacion esperada ex post es (1 — €)o + eo’).

Obsérvese que la nocién de equilibrio esta basada fuertemente en la hipotesis
de simetria ez ante de la poblacion (i.e., poblacién monomorfica).
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Una de las cosas interesantes del concepto de EEE es que este no esté ba-
sado en una forma de racionalidad como los conceptos de eliminaciéon de
estrategias dominadas o Nash. Sin embargo, si captura alguna forma de ra-
cionalidad de los agentes: EES es un equilibrio perfecto simétrico del juego
bilateral. En particular es un equilibrio de Nash. Demostramos esto tltimo
en la siguiente proposicion.

Teorema 3.25. Si o es un Equilibrio Evolucionario Estable, entonces (o, o)
es un equilibrio de Nash simétrico del juego bilateral.

Ejercicio 3.26. Probar el anterior teorema.

3.6. Juegos generalizados y con un continuo de jugadores”

En este seccién exploraremos conceptos més avanzados en comparaciéon con
el resto del libro y supondremos conocimientos basicos de teoria de la medida.
Esta seccién no es necesaria para comprender el resto del libro, y esta bien si
es omitida por lectores que no estan familiarizados con teoria de la medida.
Este teoria sera utilizada tinicamente en una aplicacién que haremos mas
adelante a la teorfa del equilibrio general. El modelo que se va a introducir
esta basado en Riascos and Torres-Martinez (2010).

Consideramos dos generalizaciones importantes de la teoria de juegos estra-
tégicos en forma normal. De una parte, permitimos que el espacio de acciones
de cada jugador dependa de las acciones de los demés (juego generalizado) y
de otra parte permitimos que ademas de un numero finito de jugadores (lla-
mados atomicos) exista un continuo de jugadores (jugadores no-atémicos).
Sin embargo, las acciones del continuo de jugadores solo tienen influencia so-
bre los pagos de los demés (atomicos y no-atémicos) a través de un mensaje
que agrega las acciones de los jugadores no—atémicosﬂ

Sea G = (T, (K¢, I't, ut)ier, h) un juego generalizado con un nimero infinito
de jugadores T' = T UT5, donde 71 C R es un conjunto compacto de medida
finita de jugadores no atémicos con respecto a la medida de Lebesgue A, y 15
es un conjunto finito de jugadoresﬁ Cada jugador t € 17 tiene un conjunto
compacto no vacio de acciones K; C K , donde K C R" es un conjunto
compacto y ﬂteTl K; # (0. De otra parte cada jugador t € Tb tiene un
conjunto compacto, no vacio de acciones K; C R™ con n; € N.

®Cada una de las generalizaciones se podria presentar de forma independiente y adaptar
la misma prueba para cada caso.

5En otras palabras, (T1,B(T}1), ) es un espacio de medida, donde B(T}) es la o —algebra
de conjuntos de Borel de T3.
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Un estrategia conjunta para los jugadores en 77 estd dada por una funcion
f: T — K tal que f(t) € Ky, para todo t € Ty. Como T es finito, una
estrategia conjunta para los jugadores en T es un vector a := (a;;1 € Ty) €
e, R™ tal que a; € Ky, para todo t € Ty. Sea F(T;) el espacio de todas
las estrategias conjuntas de los jugadores T;, con i € {1,2}. Dado t € Tp,
sea F_4(T3) el conjunto de acciones a—¢ := (aj;j € Tz \ {t}) que toman los
demés jugadores j € To \ {t}.

En el juego G = (T, (K, 'y, ut)ier, h) los jugadores no necesariamente in-
corporan las acciones de los otros jugadores en T7. En otras palabras, los
jugadores no necesariamente toman en cuenta las acciones de los otros juga-
dores no-atémicos para determinar su estrategia 6ptima. Sin embargo, cuan-
do los jugadores toman su decisiéon, estos consideran informacion agregada
de las acciones de los jugadores. Formalmente, dado un perfil de acciones
de jugadores no-atéomicos f € F(T1), el agente t € T} toma en cuenta las
acciones de los jugadores no-atémicos solo por medio del mensaje dado por
la funcion h : Ty % K — Rl En otras palabras, cada jugador ¢ va a tener
en cuenta la informacién agregada mediante el mensaje dado por la funcién
m(f) = [h(t, f(t))dX para incorporar a sus estrategias.

T

Ahora nos vamos a concentrar en los perfiles de acciones para los cuales los
mensajes estan bien definidos. Decimos que f es un perfil de estrategias de
los jugadores en T si tanto f € F(T1) como h(-, f(+)) es una funcion medible
desde T} hasta R! . Sobre el comportamiento de los jugadores atémicos no
son necesarias restricciones de medibilidad. Por esta razén, el conjunto de
estrategias de los jugadores en T5 es idéntico al espacio de perfiles de acciones
F(T).

El conjunto de mensajes asociados con el perfil de estrategias de jugadores
no-atémicos esta dado por

M = /h(t,f(t))d)\ . feF(T) A h(- f(-))es medible p ¢ R!, (3.1)

T

que es no vacio dado que nteTl K es un conjunto no-vacio y h es una funciéon

continua. También, dado que los conjuntos K y 17 son compactos, para

"En |Schmeidler| (1973)) y [Rath| (1992), los jugadores son no-atémicos y toman en cuen-
ta solamente el promedio de las acciones escogidas por los otros jugadores. Entonces,
siguiendo nuestra notacion, | = n y h(t,z) = z. Por lo tanto, ellos definen los perfiles de
estrategias como funciones medibles desde el conjunto de jugadores hasta el conjunto de
acciones.
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cualquier perfil de acciones f : Ty — K, la funcién h(- f() : Tt — Rl es
acotada, de manera que si esta es medible entonces también es integrable. Por

estas razones, en la definicién del conjunto de mensajes M solo se requeria
que h(-, f(+)) fuera medible.

En nuestro juego, los mensajes acerca de los perfiles de estrategias de los
jugadores en 717 junto con los perfiles de estrategias de los jugadores en 15
pueden restringir el conjunto de estrategias admisibles disponibles para un
jugador t € T. Esto es, dado un vector (m,a) € M x F(T») las estrategias
disponibles para un jugador ¢ € T} estan dadas por un conjunto I'y(m,a) C
K, donde I'y : M x F(T») — K es una correspondencia continua con valores
no vacios y compactos. De forma analoga, dado (m,a_;) € M x F_4(T5), el
conjunto de estrategias para el jugador t € Ty es I'y(m,a—;) C Ky, donde
Ty : M xF_4(T>) — K, es un correspondencia continua con valores no-vacios,
compactos y convexos. Nos referimos a las correspondencias (I'y;t € T') como
correspondencias de estrategias admisibles.

Dado un conjunto A C R*, definimos ¢(A) como una coleccién de funciones
continuas u : A — R. Supongamos que U(A) esta dotada con la topolo-
gia de la norma del supremo. Suponemos que cada jugador t € Tjtiene
una funcién objetivo u; € U([A( x M x F(Tz)) y que cada jugador t € T
tiene una funcion objetivo u; € U(M x F(T3)) que se supone son cuasi-
concavas en las estrategias. Finalmente, suponemos que la correspondencia
U:Ty = UK x M x F(T3)) definida por U(t) = u; es medible

Definicion 3.27. Un equilibrio de Nash en estrategias puras de un juego ge-
neralizado G = (T, (K¢, 'y, uy)ter, h) esta dado por los perfiles de estrategias
(f*, (af;t € Ty)) tales que, para cualquier jugador no-atémico ¢t € T,

ue(f* (@), m(f%),a”) = ue(f(£), m(f7),a%), Vf(t) € Te(m™,a%),  (3.2)

y para cualquier jugador atémico t € Ty,

ur(m(f*),a*) > ue(m(f*), ar,a*,),Yar € Te(m*, a*,), (3.3)

donde el mensaje m(f*) : fT (t, f*(t))dX\ pertenece al conjunto M.

En nuestra definicion de equilibrio de Nash, cada agente maximiza su funcién
objetivo, mientras que en [Balder| (1999)) y |[Rath| (1992)), en el equilibrio, casi

8Supongamos que hay un namero finito de tipos en el conjunto de agentes no-atémicos,
T1. Esto es, hay una particion finita de 71 en conjuntos Lebesgue-Medibles {11, ..., I} tal
que dos jugadores t y t' pertenecientes al mismo elemento de la particién son idénticos.
En este caso, la restriccion acerca de la medibilidad de U se satisface de forma trivial.
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todos maximizan su funciéon objetivo. Sin embargo, teniendo en cuenta que
las funciones objetivo son continuas y los espacios de acciones compactos,
dado un equilibrio para cualquiera de los juegos estudiados en estos articulos,
siempre es posible cambiar las asignaciones asociadas con el conjunto de los
jugadores no-atémicos que no maximizan, dandoles a cada uno de ellos una
estrategia 6ptima, sin cambiar la integrabilidad de los perfiles de acciones o
el valor de los mensajes. De este modo, el Teorema 2 en Rath (1992)) y el
Teorema 2.1 de Balder| (1999) aseguran la existencia del equilibrio de Nash
donde todos los jugadores maximizan su funcién objetivo.

Teorema 3.28. Considere un juego generalizado G = (T, (K¢, Ty, ut)er, h)
donde,

1. El conjunto de los jugadores es T1 UTs, donde T es un conjunto com-
pacto de medida finita de jugadores no-atomicos, y To es un conjunto
finito de jugadores atdmicos.

2. Para cualquier t € T, los espacios de acciones K son no-vacios y com-
pactos, las correspondencias de estrategias admisibles I'y son continuas
y tienen valores no-vacios y compactos, y las funciones objetivo us son
continuas.

3. Cada jugador atdmico tiene un conjunto convexo de acciones, una co-
rrespondencia con valores convexos de estrategias admisibles, y una
funcion objetivo cuasi-concava en su propia estrategia.

4. FEriste un conjunto compacto K tal que, para cualquier t € Ty, Ky C K
y N K; este es no vacio.
teT)

5. La funcion h: Ty X K — R! es continua.

6. La correspondencia U : T1 — U(I? x M x F(Ty)), que asocia con
cualquier t € Ty la funcion objetivo ug, es medible.

Entonces, existe un equilibrio de Nash en estrategias puras.
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