Capitulo 1

Juegos estratégicosm

En este capitulo introducimos formalmente el modelo que utilizaremos para
estudiar las interacciones estratégicas en un contexto estatico con informa-
cion completa. Este modelo se conoce como el juego en forma normal.

1.1. Juegos en forma normal

Definicién 1.1 (Juego en forma normal). Un juego en forma normal es una
estructura G = (N, {Si},_; . {mi},—; ) donde

1. N es el conjunto de jugadores, N = {1,...,n}.

2. S; es el conjunto de acciones o estrategias puras para cada jugadmﬂ

n
3. m: Hlsi — R es la utilidad (pago neto) de cada jugador.
1=

Ejemplo 1.2 (Dilema de los prisioneros). Sea n = 2, S1 = S = {A4,C}.
El pago neto de cada agente lo representamos mediante la siguiente tabla.
La convencién que vamos a utilizar es que la estrategia del jugador 1 la
representan las filas, y las del jugador 2, las columnas. El pago neto del
primer jugador es el primer niimero de cada celda, el del segundo jugador,
el segundo.

'Riascos, A. Juegos Estratégicos y sus Aplicaciones. Version 9, 2026.
2Mas adelante, cuando estudiemos juegos dinamicos, vamos a hacer una diferenciacion
entre acciones y estrategias.
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2] A C
A |-10,-10 | 0,-12
C | 12,0 | -1-1

Ejemplo 1.3 (Batalla de los sexos). Supongamos que hay dos agentes n = 2,
S1 =Sy ={B,S}, m,m : S1 x S3 = R. El pago neto de los jugadores lo
representamos con la siguiente tabla.

M\H] B[ S
B [32] 11
S 0023

Ejemplo 1.4 (Juego de conduccion). Supongamos que hay dos conductores
que, en ausencia de normas de transito, deben decidir todos los dfas por cual
carril (derecho o izquierdo) conducir su carro. Entonces n = 2, S; = Sy =
{D,I}, m,my: 51 xSy =R

M\H[ D | I
D |11]00
I [00] 11

Obsérvese que la batalla de los sexos y el juego de conduccién son juegos en
los que los jugadores quisieran coordinar sus acciones para obtener un mejor

pago.

Ejemplo 1.5 (Juego de revelacion). Considere el siguiente juego entre un
ser superior (SB) y una persona (P)P| Las estrategias para SB son: Ssp =
{RE,NRE}, Sp = {CE,NCE}. Donde RE y NRE significan respectiva-
mente que S B revela su existencia y que no revela su existencia, y CE, NCFE
significan respectivamente que P cree o no cree en su existencia.

SB\P | CE | NCE
RE | 34| 11
NRE | 42 | 23

Este ejemplo busca representar de forma explicita las siguientes hipotesis
sobre el comportamiento e interaccién entre un ser superior y un agente.
Por una parte, el primer supuesto es que el principal objetivo de un ser
superior es lograr que el agente crea en la existencia de un ser superior. Su
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segundo objetivo es que él prefiere no revelar su existencia. Por otra parte,
suponemos que el primer objetivo la persona es poder validar su creencia
en la existencia o no de un ser superior. Su segundo objetivo es que prefiere
creer en la existencia de un ser superior.

Las preferencias de la tabla son apenas una representacion posible de estos
objetivos. El ser superior prefiere que la persona elija la primera columna
y dada la eleccién de una de las dos columnas, prefiere no revelar su exis-
tencia. La persona prefiere comprobar la existencia o no de un ser superior,
resultados en la diagonal. Ahora, por fuera de la diagonal, él prefiere creer
en la existencia de un ser superior que no creer.

1.2. Soluciones de un juego

Para fijar ideas, en esta seccion supongamos que todos los jugadores son
racionales en el sentido de que sus acciones son una mejor respuesta a sus
conjeturas sobre las acciones de los demés. Mas adelante consideraremos
otras formas de racionalidad. Supongamos también que los jugadores esco-
gen sus estrategias de forma independiente de los demas. Ademés, que todos
los jugadores conocen cada uno de los elementos del juego G. Mas preci-
samente, en el juego, la racionalidad de los jugadores y el conocimiento de
los mismos es conocimiento comin. A lo largo de este libro estudiaremos
diferentes niveles de conocimiento y racionalidad de los jugadores. Es decir,
qué tipo de racionalidad y conocimiento se supone sobre los demas y si es
conocimiento comdn o no.

La pregunta més fundamental de la teoria de juegos es: jcudl es nuestra
mejor predicciéon de la interaccion de los agentes en el juego? Es decir, da-
das las hipo6tesis mencionadas anteriormente, ;qué estrategias consideramos
razonables para cada jugador? Esto es lo que denominamos una solucién de
un juego. Todo concepto de solucién de un juego esté basado en un supuesto
sobre todas las caracteristicas fundamentales de un problema de decisién con
miltiples agentes.

Una solucién de un juego es una descripcién sistemaética del resultado que
podriamos esperar de la interacciéon de los jugadores en el juego. Hay tres
conceptos claves que unifican las ideas principales relacionadas con la so-
lucion de un juego. Se trata de los conceptos de dominancia, estabilidad y
seguridad. El primer concepto esté relacionado con la identificacion de estra-
tegias que un agente racional no jugaria. El segundo representa un concepto
de equilibrio que busca identificar estrategias en las cuales no existen in-
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centivos a desviarse, y el tercero identifica estrategias que garantizan cierta
utilidad para los jugadores en el peor de los casos.

n
Notacion 1. Sea S = 'Hlsi el conjunto de estrategias conjuntas de todos los
1=

n
jugadores y para cualquier jugador ¢ sea S_; = g,sj- Dada una estrategia
VESD
conjunta s = (81,...,8,) € S y cualquier jugador i también denotamos la
estrategia conjunta s como s = (s;,s_;) donde s; € S; es la estrategia del
jugador 7y s_; € S_; es la estrategia conjunta de todos los jugadores con

excepcion del jugador 1.

1.2.1. Dominancia

Existen dos ideas basicas asociadas al concepto de dominancia. La primera
es la idea de estrategias dominadas y la eliminacién de estrategias dominadas
de forma iterada. La segunda es la idea de estrategias racionalizables y la
eliminaciéon de estrategias no racionalizables de forma iterada.

1.2.2. Eliminacién de estrategias dominadas

Definicién 1.6 (Dominancia). Una estrategia 5; € S; domina débilmente
una estrategia s; € S;, 0 s; es una estrategia débilmente dominada por §;, si
para todo s_; € S_;:

(55, 5-) > mi(8i,5-4)

con desigualdad estricta por lo menos para un s_;. Cuando en la definicién
anterior podemos sustituir la desigualdad débil por una estricta para todo
s—; € S_; decimos que §; € S; domina (estrictamente) la estrategia s;, o en
otras palabras, que s; es una estrategia dominada (estrictamente) por ;.

Nota técnica 1.7. Mientras no se diga lo contrario, el término domina o
dominada se utiliza en un sentido estricto.

Ejemplo 1.8. En el siguiente juego, para el agente 1, Y domina a Z.

2] A[B]C
X [27120]22
Y [7011]32
Z (410413

Observe que 71 (Y, s2) > m1(Z, s2) para cualquier sy € S3.Es decir:
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= 7T1(}/,A):7>7T1(Z,A):4
L] 7T1(}/,B)=1>7T1(Z,B)=0
= 7T1(KC):3>7T1(Z,C):1.

Ejercicio 1.9. Demuestre que U es una estrategia dominada débilmente por
V.

N2 T[] U [V
L [ 147002
M |00 |26 |35
N |51 1,4 |44

Definicién 1.10 (Estrategias dominantes). Una estrategia s5; € S; es una es-
trategia dominante débilmente para ¢ si domina débilmente a toda estrategia
de i. Decimos que es dominante (estrictamente) si domina (estrictamente) a
toda estrategia.

Definicién 1.11 (Equilibrio en estrategias dominantes). Cuando cada uno
de los jugadores tiene una estrategia dominante estrictamente (débilmente)
s; € S;, decimos que el juego tiene un equilibrio en estrategias dominantes
estrictamente (débilmente). Este equilibrio es el perfil de estrategias § =
(81,52, ...,5) € S.

Ejemplo 1.12 (Dilema de los prisioneros). En el dilema de los prisioneros
cada uno de los agentes tiene una estrategia dominante.

N2 A C
A | -10,10 | 0,12
C | 120 |-1-1

Obsérvese que m;(A, s—;) > m;(C, s_;) para todo i y para todo s_; € S_;.

Ejemplo 1.13 (Batalla de los sexos). En la batalla de los sexos ningtn
jugador tiene una estrategia dominante.

M\H[ B[ S
B 3211
S 0023

Note que (B, B) > m1(S, B), sin embargo m1(B,S) < 71(S5,S) por lo que
ni B domina a S, ni al contrario. De igual manera, para i = 2 m(B, B) >

mo(B, S) pero ma(S, B) < ma(S, S).
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Ejercicio 1.14. Demuestre que si existe un equilibrio en estrategias domi-
nantes (estrictamente o débilmente) entonces es unico.

El equilibrio en estrategias dominantes es un concepto de equilibrio muy
fuerte desde el punto de vista estratégico, ya que requiere de la existencia de
estrategias dominantes para cada jugador. Sin embargo, es muy débil desde el
punto de vista del grado de conocimiento que se supone de los jugadores. El
equilibrio en estrategias dominantes estrictamente se basa en una hipétesis
de comportamiento débil: los individuos no juegan nunca una estrategia que
es dominada. Luego, al existir una estrategia dominante estrictamente, esta
es la tnica a considerar como racional (la hipotesis en el caso de estrategias
dominantes débilmente es més discutible como veremos més adelante).

Estas caracteristicas hacen que este concepto de solucién sea muy fuerte y
que no exista en muchos ejemplos. La tension entre los diferentes conceptos
de solucioén, las exigencias desde el punto de vista estratégico de un juego y
el conocimiento que se supone de los jugadores serd una constante a lo largo
de este libro.

Para estudiar mas a fondo la idea de condiciones minimas que debe satis-
facer un concepto de solucién introduciremos el concepto de estrategias no
dominadas iterativamente. El concepto de dominancia sugiere una forma de
identificar un conjunto de estrategias en el cual las estrategias del resultado
de un juego deberian de estar.

Definicién 1.15 (Estrategias no dominadas estrictamente de forma iterati-
va). Sea S? =5, y definamos Sf, k > 0 de la siguiente forma:

ghtt _ [ i € SF : No existe 3; € S¥ tal que
v Wi(givs—i) > 7Ti<8i,8_i), VS_Z' < Sﬁz

oo
y S = kﬂle. El conjunto S7° se denomina el conjunto de estrategias no

dominadas estrictamente de forma iterativa del agente i y el conjunto S =

N
,Hlsgo el conjunto de estrategias conjuntas no dominadas estrictamente de
1=

forma iterativa del juego G.

Definicion 1.16 (Juegos solucionables en estrategias no dominadas itera-
tivamente). Si S consiste de un solo elemento, decimos que el juego es
solucionable en estrategias no dominadas estrictamente de forma iterativa.

12



Riascos, A. Juegos Estratégicos y sus Aplicaciones Version 8.0, 2025

Ejemplo 1.17. Consideremos el juego:

2] A[B]C
X [27]20]22
Y [70][11]32
7 (4110413

El proceso de eliminacién arroja:

S ={X,Y,Z} | S ={A,B,C}
Sl={X,Y} |S}={A,B,C}
S?={X,Y} |S3={AC}
Sp={v} S3={A,C}
St ={v} S ={C}

Recuerde que, mientras no se diga lo contrario, nos referiremos con estrategia
no dominada a cualquier estrategia no dominada en un sentido estricto.

Observemos que el concepto de estrategias no dominadas iterativamente de
un juego lo hemos definido inicamente como un proceso de eliminaciéon se-
cuencial de estrategias dominadas estrictamente. Un ejemplo que ilustra los
problemas de utilizar estrategias no dominadas débilmente sera discutido
més adelante.

La definicién de dominancia iterativa supone que en cada iteracion se elimi-
nan todas las estrategias dominadas estrictamente. Esto no es esencial en la
definicién. En efecto, se puede demostrar que el resultado final es indepen-
diente de si se eliminan algunas o todas y del orden en el que se eliminan.ﬁ

De forma anéloga a la definicién anterior, podemos definir Wik , WXy Wee
utilizando el concepto de estrategias dominadas débilmente. De la definiciéon
es implicito que en cada iteracion todas las estrategias dominadas débilmente
se deberian de eliminar. Ahora, a diferencia de la dominancia estricta, el con-
cepto de supervivencia de estrategias débilmente dominadas iterativamente
sf depende de si se eliminan todas las estrategias o no y del orden en el que
se eliminan. Los siguientes ejemplos ponen en evidencia estas caracteristicas.

Ejemplo 1.18 (Eliminacién de estrategias dominadas débilmente). Consi-

4Véase |Osborne and Rubinstein| (1994) pagina 60, para una definicién que solo supone
que se eliminan algunas estrategias en cada iteracion.
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dere el siguiente ejemplo:

2L [R

U | 5140
M | 6,031
D | 64|44

Observe que D domina débilmente tanto a U como a M. Si se empieza el
proceso eliminando a U solamente, el resultado es diferente a si se empieza
eliminando a M solamente y es diferente a si se eliminan ambas al comienzo.
Eliminando a U sobreviven {(D, R)}. Eliminando a M sobreviven {(D, L)}.
Dominando débilmente a U y a M sobreviven {(D, L), (D, R)}.

Ejemplo 1.19 (Eliminacion de estrategias dominadas débilmente). Consi-
dere el siguiente ejemplo:

N2 W [X [Y

A 122303
B [22]21]32
C [ 21]00]10

Si aqui se eliminan tanto A como C' el resultado es diferente a si se elimina
solo C'. Si se elimina C sobreviven {(B,Y)}. Si se elimina A y C sobreviven

{(B,W),(B,Y)}.

Estas caracteristicas del proceso de eliminacion iterativa débil hacen mas
dificil de racionalizar este proceso como hipétesis de comportamiento. Sin
embargo, una forma de hacerlo es la siguiente. Suponga que los jugadores
suponen que sus adversarios pueden tener una mano temblorosa. Vamos a
ilustrar esto a través de un ejemplo muy sencillo.

Ejemplo 1.20. Considere el siguiente juego.

I\2[A [B
A [12]23
B |22]20

La estrategia A es dominada débilmente para el jugador 1. Ahora si el jugador
1 piensa que su adversario va jugar con probabilidad positiva cada una de
sus acciones (mano temblorosa) entonces en valor esperado la estrategia A
es dominada estrictamente. Observemos que la hipotesis de racionalidad de
no jugar estrategias dominadas débilmente es una hipo6tesis méas fuerte que
suponer que los jugadores no juegan estrategias dominadas estrictamente.

14
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Ejercicio 1.21 (Subasta al segundo precio con informacién completa). Con-
sidere un juego en el que un conjunto de jugadores (i.e., participantes de una
subasta) estan ofertando por un tnico bien que se esta subastando. Cada ju-
gador tiene una valoracion privada del objeto (i.e., en este contexto esto
quiere decir que la valoracién que cada agente tiene del objeto no depende
de la valoracion que los demas tengan del objeto, es independiente) pero esta
es conocimiento comun de todos los jugadores (i.e., esto es lo que se conoce
como informaciéon completa, concepto que estudiaremos méas adelante). Los
agentes deben ofertar de forma simultanea por el bien y gana el que mas
oferte gana pero paga la segunda oferta méas alta (i.e., subasta al segundo
precio). Por simplicidad supongamos que no hay empates. El pago para cada
jugador es, en caso de ganar, igual a su valoracién menos lo que paga. De
lo contrario, es cero. Demuestre que la eliminacién débil de estrategias do-
minadas débilmente tiene una prediccién muy precisa: gana el jugador que
tienen la valoracion mas alta del objeto.

Ejercicio 1.22. Se puede demostrar que W C §°° aunque la prueba no
es facil. Ahora, dé un ejemplo que muestre que en general la contenencia es
estricta.

Ejercicio 1.23. Sea EW y ES el conjunto de equilibrios en estrategias
dominantes débilmente y estrictamente respectivamente. Demuestre que:

ESCEW CW®™ C 8%

El concepto de estrategias no dominadas iterativamente enmarca los requeri-
mientos minimos que debe tener cualquier candidato a solucién de un juego.
Sin embargo, no es un concepto de equilibrio estrictamente hablando, en
el sentido de que no lleva en consideraciéon una nociéon de estabilidad en la
cual, con ese conjunto de estrategias, los jugadores no tengan incentivos uni-
laterales a desviarse. En cambio, se trata de un conjunto de estrategias que
deberian contener a cualquier concepto de solucién de un juego.

El concepto de estrategias no dominadas iterativamente es un concepto muy
débil y en ocasiones no provee de ninguna informacién adicional sobre el
resultado del juego. Por ejemplo, en la batalla de los sexos, ningin jugador
tiene una estrategia dominada y, por lo tanto, S* es el mismo conjunto de
estrategias del juego original.

En este orden de ideas, aunque la idea de eliminacién de estrategias do-
minadas iterativamente es un concepto muy débil desde el punto de vista
estratégico, supone algo més de conocimiento por parte de los jugadores.

15
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Este conocimiento esta relacionado con qué conoce cada jugador sobre cémo
los demés se comportan. Especificamente, la hipotesis de comportamiento
es que ningin jugador juega una estrategia dominada y se supone que todo
jugador sabe que el otro no jugara una estrategia dominada y, a su vez, cada
uno de ellos sabe que el otro sabe, etc.

Las hipotesis de racionalidad y conocimiento comtn permiten, en principio,
considerar como irracionales algunas otras estrategias que no son eliminadas
por el proceso de eliminacién de estrategias dominadas estrictamente. Esto
nos conduce al siguiente concepto; el de estrategias racionalizables.

1.2.3. Estrategias racionalizables

Definiciéon 1.24 (Mejor respuesta). Una estrategia s; es mejor respuesta
para el jugador ¢ cuando las estrategias de los demés son s_; si:

i (83, 5—i) > mi(8i, 5—4)

para todo s;. Una estrategia s; nunca es una mejor respuesta si no existe s_;
tal que s; sea mejor respuesta cuando las estrategias de los demés son s_;.
K2 (2

Ejemplo 1.25 (Dilema de los prisioneros). En el dilema de los prisioneros
la mejor respuesta para los dos jugadores es A para todo s_;:

N2 A C
A | -10,-10 | 0,-12
C | 12,0 | -1-1

Cuando 2 juega A (i.e. s_1 = A) la mejor respuesta del jugador 1 es jugar
51 = A dado que m(A4,A) = —10 > m(C,A) = —12. Del mismo modo,
cuando s_; = C' la mejor respuesta del jugador 1 sigue siendo 57 = A dado
que m(A,C) =0 > m(C,C) = —1. Dado que los pagos de este juego son
simétricos, la mejor respuesta del jugador 2 sera 5o = A tanto para s_o = A
como para s_o = C.

Ejercicio 1.26. Muestre que en la batalla de los sexos 51 = B es la mejor
respuesta para s_1 = By que §1 = S es la mejor respuesta para s_; = S.
Encuentre la mejor respuesta de 2 para cada estrategia de 1.

La hipotesis de racionalidad sugiere que un jugador sélo jugara una estrategia
que sea mejor respuesta a algin perfil de estrategias de los demas jugadores
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(esta es una hipotesis de racionalidad méas fuerte que suponer que los ju-
gadores no jugarian estrategias dominadas, véase ejercicio . Ahora, es
natural pensar en la misma, linea que la definicién de eliminacién iterativa de
estrategias dominadas estrictamente e introducir un concepto de eliminacién
iterativa de estrategias que nunca son mejor respuesta.

Definicion 1.27 (Estrategias racionalizables). Las estrategias que sobrevi-
ven al proceso de eliminacién iterativa de estrategias que nunca son mejor
respuesta conforman el conjunto de estrategias racionalizables R*°.

Ejemplo 1.28. Considere el siguiente juego:

2] A[B]C
X [27]20]22
Y [70][11]32
Z (410413

Para el jugador 1:

Si 8_1:A—>§1:Y

SiS_1:B—>§1:X

81871:C—>§1:Y
Como Z nunca es mejor respuesta no se considera en el anélisis de 2. De la
misma forma se van a descartar estrategias abajo.

-Para el jugador 2: -Para el jugador 1:
-SiS_QZX—>§2:A —SiS_le—>/S\1:Y
—SiS,QZY—)E\Q:C —81871:C—>/S\1:Y
-Para el jugador 2: -Para el jugador 1:
—SiS_QZY—>§2:C —SiS_1:C—>§1:Y

Con esto se concluye que R* = {(Y,C)}

Se puede demostrar que el proceso de eliminacién es independiente del orden.

Ejercicio 1.29. Demuestre que una estrategia estrictamente dominada nun-
ca es una mejor respuesta.

Ejercicio 1.30. Demuestre o dé un contraejemplo de la afirmacién R* C

See.

Paradojicamente, una estrategia dominada débilmente puede ser una mejor
respuesta. Esta observaciéon muestra que el concepto de eliminacién iterativa
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de estrategias débilmente dominadas no tiene bases racionales tan solidas co-
mo el concepto basado en eliminaciéon estricta. Sin embargo, como veremos
mas adelante, este tipo de eliminacién puede eventualmente eliminar equili-
brios de Nash lo cuél resulta atractivo en presencia de multiples equilibrios.

1.2.4. Equilibrio de Nash - Cournot

Definiciéon 1.31 (Equilibrio de Nash - Cournot). Una estrategia conjunta
5 € S es un equilibrio de Nash - Cournot si para todo jugador 7 y para toda
estrategia s; € S; :
7i(85,5-4) > mi(8i,5-4)

Notemos que este concepto de solucién tiene como eje central una idea de
estabilidad. En otras palabras, en este tipo de equilibrios se cumple que
ningin agente tiene incentivos unilaterales a desviar porque cualquier otra
de sus estrategias, suponiendo las de los demas fijas, le trae un pago menor o
igual. De ahora en adelante nos referiremos a estos equilibrios simplemente
como equilibrios de Nash.

Ejemplo 1.32 (Dilema de los prisioneros). En el dilema de los prisioneros
el equilibrio de Nash § = {(A, A)} coincide con el equilibrio en estrategias
dominantes.

N2 A C
A | -10-10 | 0,12
C | 12,0 | -1-1

Note que § = {(A, A)} es un equilibrio de Nash ya que no hay incentivos
unilaterales a desviar:

mi(A, A) > m(CLA). Vi

Como se demostro antes, en este juego cada jugador tiene una tUnica estra-
tegia dominante s; = A por lo que el equilibrio en estrategias dominantes es
el perfil de estrategias (A, A) y coincide con el equilibrio de Nash.

Ejemplo 1.33 (Batalla de los sexos). La batalla de los sexos tiene dos
equilibrios de Nash, ninguno de los cuales es un equilibrio en estrategias
dominantes.

M\H] B ]S
B 32|11
S 0023

18
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Note que s = {(B, B)} es un equilibrio de Nash ya que no hay incentivos
unilaterales a desviar

mi(B,B) > m;(S, B). Vi

De igual manera 5 = {(5,5)} es un equilibrio de Nash ya que no hay incen-
tivos unilaterales a desviar

mi(S,8) > mi(B,S). Vi

Como se demostro antes, en este juego no hay ninguna estrategia que domine
a la otra, por lo que no hay un equilibrio en estrategias dominantes.

Ejercicio 1.34. Demuestre que todo equilibrio en estrategias dominantes
débilmente es un equilibrio de Nash.

Ejemplo 1.35 (Tragedia de los comunes). n jugadores desean compartir una
banda de transmisiéon de informacién. La capacidad maxima es uno y cada
agente debe escoger qué cantidad z; € [0,1] desea transmitir. El beneficio

para cada agente 7 es:
T, = Xy <1 — E.Zb)
J

Esto quiere decir que a cada jugador le genera utilidad la cantidad que trans-
mite, pero también la genera utilidad que la banda no esté tan congestionada.
Un equilibrio de Nash de este ejemplo es:

1

n+1

Z;

Para demostrar que este efectivamente es un equilibrio de Nash se calcula el
beneficio de usar esta estrategia y después se prueba que no existe ninguna
estrategia con un pago estrictamente mayor.

Pago de seguir la estrategia:

1 n 1 n+1l—n 1
= 1-— = = (1.1)
n+1 n+1 n+1 n+1 (n+1)2

Pago de ocupar € > 0 més de banda, es decir de desviarse hacia arriba:

1 n—1 1 l+en+1)\ (n+l-—n+1-1—-g(n+1)
T = — 4+ ¢ l-———¢) =
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

_ <1+8(n+1)> <15((;i)1)) R S
e n+1 n+1 C(n+1)2
(1.3)
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Dado que el pago es menor no hay incentivos a desviarse hacia arriba. Un
argumento similar se puede utilizar para mostrar que no hay incetivos a
desviarse hacia abajo, por lo tanto es un equilibrio de Nash.

Luego valor social de esta solucion descentralizada, que es la suma del pago

: n 1
neto de cada jugador es Tz ™~ o
Ahora, si maximizamos el valor social de la solucién centralizada, suponiendo
que cada agente usa la misma proporciéon x de la banda entonces debemos

resolver este problema:
>z (1 - Z:@) =nzx (1 — nx)
( J

y obtenemos la solucion socialmente eficiente © = % que implica un beneficio
social igual a %, el cual es muy superior al beneficio social de la solucién
descentralizada (para n > 4).

El dilema de los prisioneros y la tragedia de los comunes llaman la atencién
sobre el costo social de la descentralizacion (i.e., el costo de la competencia
y el comportamiento egoista o individualista). Esto se conoce como el precio
de la anarquia (price of anarchy).

Ejemplo 1.36 (Paradoja de Braess). Este ejemplo se le atribuye a Dietrich
Braess, ingeniero civil quien llamé la atencién sobre sus caracteristicas pa-
radojicas a comienzos de los anos 50. Considere la Figura [I.I] en la cual se
representan esquematicamente las posibles formas de ir en carro de la ciudad
A a la ciudad B utilizando las dos carreteras que se muestran en la figura.

Figura 1.1: Rutas posibles para ir de la ciudad A a la B.
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Debido a las caracteristicas de las rutas, el tiempo que dura el trayecto de
A hasta la ciudad intermedia 1 depende del trafico, mientras que el tiempo
de la ciudad intermedia 1 hasta la ciudad B es independiente del trafico y
siempre toma la misma cantidad de minutos. De forma similar, el trayecto
de A a la ciudad intermedia 2 es independiente del trafico, mientras que el
de la ciudad intermedia 2 hasta la ciudad B depende del trafico de la misma
forma que de A hasta la ciudad intermedia 1. No es dificil convencerse que,
dado un cierto nimero de carros que debe viajar desde el A hasta B, si cada
uno de ellos tiene conocimiento sobre los detalles mencionados anteriormente
y cada uno evalta de forma independiente e individualista cual carretera va
utilizar, el flujo esperado es que la mitad de los carros utilizardn un trayecto
y la otra mitad el otro. Concretamente supongamos que el ntimero de carros
es 4000. En el trayecto sujeto a congestion, el tiempo es igual al niimero de
carros dividido por 100. En los trayectos que no estan sujetos a congestion el
tiempo es 45. En el equilibrio de Nash el tiempo de traslado es 65 minutos,
45 minutos en el trayecto no sujeto a congestion y 2000/100=20 minutos
en el trayecto que si. Ahora, supongamos que las autoridades competentes
deciden construir una carretera entre las ciudades intermedias 1 y 2 con el fin
de mitigar los problemas de congestion de viajar de A a B (linea punteada

de la Figura .

Figura 1.2: Rutas posibles para ir de la ciudad A a la B al construir una
nueva carretera (linea punteada).

Maés atn, supongamos que el tiempo de desplazamiento entre 1y 2 es préc-
ticamente cero. Ahora, la pregunta sobre el flujo vehicular esperado dado
que cada individuo actia de forma individual, conoce las caracteristicas del
problema mencionadas y supone que los demés actiian de la misma forma
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requiere un poco mas de esfuerzo. Es facil de ver que todos los carros toma-
ran la ruta A - 1, pues si todos hacen esto el tiempo de desplazamiento hasta
1 es 40 minutos. Estando en 1, lo 6ptimo es hacer 1 - 2 - B, pues el tiempo
de esta ultima parte seria 40 minutos y la alternativa seria 45. En conclusion
el nuevo equilibrio implica un tiempo de desplazamiento de 80 minutos. El
resultado es sorprendente dado que el ntumero de carros que viaja de A hacia
B es exactamente el mismo, y que las mismas rutas que estaban a disposiciéon
anteriormente siguen estandolo una vez construida la variante que comunica
1 v 2. En conclusién, el comportamiento individualista en el segundo caso
tiene como consecuencia un resultado ineficiente para la sociedad.

Habiendo dado algunos ejemplos, continuamos explorando algunas propie-
dades del equilibrio de Nash.

Proposicién 1. Todo equilibrio de Nash sobrevive el proceso de eliminaciéon
de estrategias dominadas estrictamente.

Prueba. Sean EN(S) los equilibrios de Nash del juego G' cuando el espacio
de estrategias es S. Es claro que EN(S) C S! (la eliminacion fuerte no puede
eliminar una estrategia que haga parte de un equilibrio de Nash). Ahora,
obsérvese que los equilibrios de Nash cuando el espacio de estrategias es S!
satisfacen EN(S) C EN(S1). Aplicando el mismo argumento anterior al caso
en que el juego tiene como espacio de estrategias S obtenemos EN(S) C
EN(S') C S2. Continuando de esta forma obtenemos EN(S) C S*. m

Proposicién 2. Si un juego tiene un equilibrio en estrategias no dominadas
iterativamente (es resoluble en estrategias no dominadas iterativamente) en-
tonces esa estrategia conjunta es un equilibrio de Nash y ademas es el tnico
equilibrio de Nash.

Prueba. Para ver esto supongamos que no es Nash. Entonces algtin agen-
te no esta optimizando dadas las estrategias de los demés. Escojamos una
estrategia que si sea mejor respuesta en S_;. Como esta estrategia no sobre-
vivid el proceso de eliminacion, ya que sblo una lo hizo, entonces tuvo que ser
eliminada en algiin momento. Como fue eliminada, esto quiere decir que fue
dominada estrictamente en algiin momento en Sffl. Ahora, Sffl D S lue-
go en particular, existirfa una estrategia que domina estrictamente a la mejor
respuesta cuando los demés juegan lo que les corresponde en el equilibrio en
estrategias no dominadas iterativamente, lo que es una contradiccién. La
unicidad se sigue de que el proceso de eliminacién de estrategias dominadas
no elimina ningin equilibrio de Nash. Luego, dado que el juego es resoluble
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(es decir, solo existe una solucion para cada jugador en S*°, y como sabemos
que no se elimina equilibrios de Nash, significa que la estrategia resultante
es el tnico equilibrio de Nash. m

El converso no es cierto, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.37. En este ejemplo S° = {A,B,C}, i = 1,2; pero tiene un
tnico equilibrio de Nash (A, A).

N2[A] B | C
A 1,110 10
B | 012222
C [01]-22]22

El concepto de equilibrio de Nash es mas débil que el concepto de equilibrio en
estrategias dominantes, un ejemplo de esto son los equilibrios en la Batalla de
los sexos. En este juego, no es posible encontrar un equilibrio en estrategias
dominantes. Sin embargo, se encuentran dos equilibrios de Nash como se
demostroé en el ejemplo [1.33]

A diferencia del proceso de dominacion iterativa, el proceso de dominacién
débilmente iterativa si puede eliminar equilibrios de Nash como lo muestra
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.38. Nash no sobrevive eliminacién iterativa de estrategias do-
minadas débilmente.

2] A | B
A | 1,L |03
B |30 00

Note que (A, A) Y (B, B) son equilibrios de Nash. Sin embargo, para ambos
jugadores B es una estrategia dominada débilmente. Esto implica que si se
realiza el proceso de eliminacion iterativa de estrategias dominadas débilmen-
te, uno de los dos equilibrios de Nash, (B, B), se va a perder. El siguiente
diagrama de Venn se muestra la relaciéon entre S, W y EN para este
ejemplo.

Ejemplo 1.39. Considere el siguiente juego.

2] A [ B C
A |11 [-1,1]02
B | 1,1 | 1-1]0,2
C |[2-1|1-1]0-1
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SOO

WOO

EN

Figura 1.3: Diagrama de Venn para los conjuntos S, W y EN para los
casos en los que W N EN # &

En este caso, hay dos equilibrios de Nash EN = {(C, B), (C,C)}, ninguno
de los cuales esté contenido en W porque B domina débilmente a C para el
jugardor 1. Este ejemplo muestra que existen casos en los que W>* N EN =
&. Es decir, que el proceso de dominacién iterativa de estrategias puras
dominadas débilmente elimina todos los equilibrios de Nash. A continuacién
se tiene el diagrama de Venn de este ejemplo.

SOO

WOO

EN

Figura 1.4: Diagrama de Venn para los conjuntos S, W y EN para los
casos en los que W NEN =@

No todos los juegos tienen un equilibrio de Nash en estrategias puras, como
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se puede observar en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.40 (Cara y Sello). Considere el siguiente juego.

2] C [ S
C [ 1-1]-11
S |[-11]1-1

En este caso no existe un equilibrio de Nash - Cournot en estrategias puras.
En el siguiente capitulo se introducira la extensiéon mixta de un juego, que
usa estretagias mixtas, para poder resolver este tipo de juegos.

El equilibrio de Nash - Cournot es un concepto mas débil en términos estraté-
gicos que el equilibrio en estrategias dominantes pero mas fuerte en términos
de la inteligencia que se supone tienen los jugadores. En este es necesario
que los agentes tengan una expectativa correcta sobre lo que los deméas van
a jugar y viceversa. Mas aiin, es una condicién natural y, por lo tanto, una
condiciéon minima que impondremos a cualquier concepto de equilibrio.

1.2.5. Seguridad

Existen situaciones en las que jugar el equilibrio de Nash puede resultar muy
riesgoso ya que se esta haciendo el supuesto de que los otros jugadores van a
actuar de cierta manera. Puede que el pago de que no lo hagan sea tan bajo
que los jugadores privilegien el concepto de seguridad. A partir del siguiente
ejemplo se va a resaltar la idea de seguridad:

Ejemplo 1.41. Considere el siguiente juego:

N2 A B
X [ 21 |2-20
Y | 30 |-101
Z |-1002] 33

El tinico equilibrio de Nash (Z, B) de este juego es un poco peligroso para el
jugador 1. Observemos que si el jugador 2 comete un error y no juega Nash
entonces 1 se ve muy perjudicado (pasa de ganar 3 a-100). Alternativamente,
él podria jugar una estrategia que le garantizara el mejor pago posible en el
peor de los casos.

Definicién 1.42. Formalmente el valor maxmin o valor de seguridad de un
jugador, en estrategias puras, se define como la utilidad para el jugador 4
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cuando el jugador ¢ resuelve:

max min 7 (8;,5—;)
8;€8;8_;,€5_;

Notemos que este valor supone que todos los adversarios de 7 actiian concer-
tadamente para minimizar el pago de i. Las estrategias para el jugador i que
resuelven el problema anterior se llaman estrategias maxmin del jugador i
y el pago de ese problema se denomina valor de seguridad del juego. Intui-
tivamente, el valor de seguridad para un jugador es el pago mas alto que el
jugador puede asegurar. Si sus adversarios no se coordinan para castigarlo,
podria obtener mayores pagos que el valor de seguridad.

Ejemplo 1.43. Considere el ejemplo anterior.

n2| A B
X | 21 |2-20
Y | 30 |-101
Z |-1002 | 33

Jugador 1:
Siguiendo la definicién, primero el jugador 1 supone que el jugador 2 va a
jugar la estrategia que minimice el pago de 1 para cada una de sus estrategias
disponibles ( min 7 (s1, s2) ). Es decir:

52€852

= si 1 juega X, 2 va a jugar o A o B porque 2 es el pago minimo en
cualquiera de los casos;
= il juega Y, 2 va a jugar A porque —10 < 3;

= si 1 juega Z, 2 va a jugar A porque —100 < 3

Después, el jugador 1 escoge la estrategia propia que maximice su pago dado

que el otro esta tomando la decision que le minimiza el pago (még{ ml’g 71 (81, 82)).
§1€0182€02

Es decir, la estrategia maxmin de 1 va a ser X porque 2 > —10 > —100 y 2
es el valor maxmin del jugador 1.

Jugador 2:
Primero hay que encontrar ml’ér} 72 (s1,52)
s1€51

= si 2 juega A, 1 va a jugar Y porque 0 < 1 < 2;
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= si 2 juega B, 2 va a jugar X porque —20 < 1 < 3;

Ahora el jugador 2 maximiza entre sus opciones, (mégc ml’g 7 (s1,52)). En
8§2E5281€51

este caso, la estrategia maxmin del jugador 2 va a ser A dado que 0 > —20,
y el valor maxmin para 2 va a ser 0.

En el ejercicio anterior si ambos jugadores juegan sus estrategias maxmin,
se llegaria (X, A). Sin embargo, esto no puede considerarse un equilibrio
dado que hay incentivos a desviarse. A pesar de esto, las estrategias maxmin
pueden ser ttiles en un contexto con miiltiple equilibrios de Nash en donde
uno de ellos sea la intersecciéon de las estrategias maxmin de los jugadores.

1.3. Ejercicios

1. Para cada una de las siguientes afirmaciones determine si es falsa o
verdadera y escriba una corta justificacion de su respuesta.

a) El concepto de equilibrio en estrategias dominantes estrictamen-
te supone que los jugadores son inteligentes en el sentido de que
todos saben que los demés no juegan estrategias dominadas es-
trictamente.

b) El conjunto que resulta de la eliminacion iterativa de estrategias
estrictamente dominadas (S°°) puede ser vacio.

¢) Suponer que un individuo no juega estrategias dominadas estric-
tamente es un hipoétesis de racionalidad méas fuerte que suponer
que no juega estrategias dominadas débilmente.

d) El concepto de equilibrio de Nash es méas exigente en términos es-
tratégicos que el concepto de equilibrio en estrategias dominantes,
pero menos exigente en términos de la inteligencia que se supone
de los jugadores (i.e., conjeturas).

e) El conjunto que resulta de la eliminacion iterativa de estrate-
gias dominadas débilmente (W°°) contiene todos los equilibrios
de Nash.

f) Todo equilibrio de Nash sobrevive al proceso de eliminacion ite-
rativa de estrategias dominadas estrictamente, pero no a la elimi-
nacién iterativa de estrategias dominadas débilmente.
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9)

Todo equilibrio de Nash sobrevive el proceso de eliminacién de
estrategias dominadas débilmente, pero no la eliminacion de es-
trategias dominadas estrictamente.

Todo perfil de estrategias que sobrevive al proceso de eliminacién
de estrategias dominadas (estrictamente) es un equilibrio de Nash.

El concepto de equilibrio de Nash supone que los jugadores hacen
conjeturas sobre lo que los demés van a jugar pero no supone que
necesariamente estas conjeturas se realizan en equilibrio.

La ineficiencia del equilibrio de Nash se debe en parte a que los
agentes escogen sus estrategias de forma independiente.

El precio de la anarquia se refiere a la ineficiencia que resulta del
comportamiento individualista de los individuos.

En un juego con varios equilibrios de Nash no puede suceder que
un equilibrio sea dominado por el otro (i.e., en un equilibrio los
pagos son estrictamente superiores para para cada jugador que lo
que les corresponde en otro equilibrio).

La eliminacién de estrategias dominadas estrictamente disminuye
(estrictamente) el valor maxmin de un juego para por lo menos
un jugador.

En un juego estatico arbitrario, el valor maxmin para un jugador
debe ser el pago en algun equilibrio de Nash.

El concepto de equilibrio de Nash implica el concepto de seguridad
cuando el juego tiene equilibrios de Nash en estrategias puras.
Todo equilibrio de Nash es una estrategia maxmin para cada ju-
gador.

En un juego en forma normal si cada jugador juega una estrategia
maxmin entonces ese perfil de estrategias es un equilibrio de Nash.

2. Demuestre que si el conjunto de estrategias que sobreviven la elimi-
nacioén iterativa de estrategias dominadas estrictamente consiste de un
solo perfil de estrategias, entonces este perfil es un equilibrio de Nash
vy ademas el equilibrio de Nash es tinico.

3. Demuestre que si se eliminan iterativamente las estrategias dominadas
estrictamente de un juego, no se elimina ningtn equilibrio de Nash.

4. Considere la siguiente definicién: sea s* € S una estrategia conjunta
en el espacio de las estrategias puras. Se dice que s* € EW si Vi:

mi(s7,5-4) > mi(si,5-4),Vsi € S;,Vs_; € S
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A la luz de la anterior definicién ;Son las siguientes proposiciones cier-
tas? Si si, demuéstrelo formalmente. En caso contrario, dé un contra-
ejemplo.

a)
b)

Si s* € EW , entonces s* es un Equilibrio de Nash.

Si 5 es un Equilibrio de Nash, entonces 5 € EW.

Solucién:

a)

Esta afirmacion es verdadera y se probaré por contradiccion.

Supongamos que para cierto jugador i la estrategia s; € EW pero
que s7 ¢ EN. Lo primero implica que para el jugador i

Wi(S;F,S_i) > Wi(Si,S_i),VSi € S;,Vs_, € S_; (1.4)

Por otro lado, lo segundo implica que la estrategia s7 € S; no es
mejor respuesta del jugador ¢ ante s*, € S_;, donde s*, € EN.
Es decir:

mi(si,s%;) <mi(si,s%;), cons e S;jyst,e S (1.5)

Note que la ecuaciéon (2) contradice la ecuacion (1) cuando se
habla en particular del jugador i, de la estrategia §; € S; y de la
estrategia s*, € S_;. Por tanto, se debe cumplir que si s* € EW,
entonces s* es un Equilibrio de Nash.

Esta afirmacién es falsa, lo cual se muestra con un contraejemplo.

Suponga el siguiente juego en forma normal en donde solo hay
dos jugadores:

N2l C[D
A 2331
B | 2232

Dado que para el jugador 1 se cumple que:
7T1(A, 82) > 7T1(B, SQ),VSQ S SQ
Y también se cumple que:
7T1(B,82) > 71'1(A, SQ),VSQ S SQ
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Entonces se puede afirmar que ambas estrategias de ese jugador
hacen parte del conjunto EW.

Por su parte, para el jugador 2 se observa que:

m(s1,C) > ma(s1,D),Vs1 € 51

Por tanto, se puede afirmar que para el jugador 2 la estrategia

C e EW.

En conclusion se tendria que EW = [(A, C), (B, C)]. Como (B,D)
es también un equilibrio de Nash y no pertenece a EW se prueba

lo que se deseaba probar.

5. El conjunto de estrategias racionalizables (R*) se define como el con-
junto de estrategias que sobreviven el proceso de eliminacion iterativa
de estrategias que nunca son mejor respuesta. En este juego muestre

que R C §°°.
12| A B C
X | 1,712,203
Y |00]44]| 10
Z 13120102
Solucién:

Al realizar el proceso de eliminacion de estrategias que no son mejor

respuesta se tiene que:

» Cuando k=0: RY = {X,Y, Z} y Ry = {A,B,C}
» Cuando k=1: Rl ={Y, Z} y R} = {A, B,C}

» Cuando k =2: R2 ={Y,Z} y R3 = {B,C}

» Cuando k=3: R} = {Y}y R} = {B,C}

» Cuando k =4: R} = {Y} y R; = {B}

Se tiene entonces que R* = {(Y, B)}.

Por otro lado, al hacer el proceso de eliminacién de estrategias domi-

nadas estrictamente se tiene que:

» Cuando k= 0: S = {X,Y,Z} y SY = {A, B,C}
» Cuando k=1: S} = {X,Y, Z} y S} = {A, B,C}
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Se tiene entonces que S°° = S, por lo que se puede ver claramente que
no se tiene que S C R*.

6. Considere el siguiente juego.

12 X5 | Vs
X, | 22106
Vi | 6,0 L1

a) ;Cuél es el equilibrio de Nash?

Suponga ahora que los jugadores se pueden comunicar y le piden a un
abogado que les elabore un contrato que dice lo siguiente: si ambos
lo firman, ambos prometen jugar (X7, X3). Si solamente uno lo firma,
digamos i, entonces ¢ promete jugar Y;. En caso de firmar el contrato,
es de obligatorio cumplimiento (e.g., no cumplirlo tiene una penalidad
muy alta)

El nuevo juego es:

N2 | X | Yy | S
X1 12206106
Y1 1601111
S1 |60 1,122

b) Calcular el nuevo equilibrio.

¢) (Qué aprende usted de este ejercicio?

7. Juegos en formal normal. Considere el siguiente juego;

N2[A[B[C] D
W [ 072570 01
X [52]33[52] 01
Y
Z

70| 25 [0,7] 0.1
0,0 | 0,2 | 0,0 | 10,-1

;,Cudl es su mejor prediccion de la interaccion de los dos jugadores en
este juego?
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8. Juego de la gallina, basado en [Shubik| (1986). Dos pilotos de aviéon
dirigen sus aeronaves en la misma linea recta, uno en sentido sur-norte
y otro en sentido norte-sur. En el momento en el que la colisiéon es
inminente, si uno de los dos pilotos desvia el rumbo de su avion a la
derecha (D) entonces este es considerado como gallina y obtiene un
pago menor al del otro piloto, en el caso en que ambos se desvian,
ninguno obtiene un pago y cuando ninguno se desvia (ND) la colision
genera un pago mucho menor a ambos jugadores. La matriz de pagos
de esta situacién es la siguiente:

2] ND | D
ND | -10,-10 | 5,5
D | 55 |00

Encuentre el equilibrio de Nash de este juego.

9. Consideremos un juego con n jugadores sentados en un circulo. Al
principio, la naturaleza selecciona una carta para cada jugador con un
nimero entero entre 1 y M. El proceso aleatorio es independiente para
cada jugador, y cada carta tiene una probabilidad positiva de ocurrir.
Cada jugador observa tinicamente su propia carta, tras lo cual decide
entre una de dos acciones: “intercambiar” o “no intercambiar”. Todas
estas elecciones son simultaneas, después de lo cual el juego termina.

Las recompensas son las siguientes. Siempre que un jugador elige “no
intercambiar”, recibe como pago el ntimero en su carta. Siempre que un
jugador elige “intercambiar”, recibe el niimero en la carta del jugador
mas cercano a su derecha entre aquellos que eligieron “intercambiar”
(notar que este jugador es él mismo si nadie mas eligi6 “intercambiar”).

[, Qué estrategias son racionalizables?

10. Considere el siguiente juego

N2[A[B[C]|D
W [34 5621 45
X |55 | 433428
Y
Z

33156 | 7,9 4,1
32546289

a) Encuentre S°°.
b) Encuentre We°.
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11.

12.

¢) Encuentre el equilibrio en estrategias dominantes.
d) Encuentre R*.

e) Encuentre el equilibrio de Nash.

Concurso de belleza de dos personasﬂ Imagine un concurso donde n
participantes deben escoger un niimero del 0 al 100, de tal forma que el
ganador es aquel jugador que esté mas cerca del promedio de todas las
respuestas de los demas jugadores. En particular, la funcién de pagos
de cada jugador estd dada por

n

7TZ'(SZ', S_Z') =M — S; — Z

J=1

W

i)
n

con M >0y s; €[0,100] parai=1,2,...,n

a) Mostrar que para todo n > 2, s = (0, ...,0) es el Gnico equilibrio
de Nash.

b) Mostrar que con n = 2, elegir cero es una estrategia débilmente
dominante.

Solucién:

Vamos a mostrar que jugar 0 es un equilibrio de Nash. Si todos los
jugadores juegan s; = 0, el pago para todo i es m;(0,0) = M. Ahora
bien, si un jugador particular busca desviarse a jugar cualquier otra
estrategia 5; > 0, se tiene que su pago va estar dado por

7Ti(§i,0) =M — <M

5
S; — —
n

Asi, si un jugador decide desviarse a jugar cualquier otra estrategia, su
pago se reduciré estrictamente.

Gobierno y revolucion: Considere un gobierno con 2 individuos, cuyo
producto estd dado dado por Y > 0. El ingreso de cada individuo en
la economfia esta dado por y; = % Cada individuo tiene dos posibles

®Basado en (Grosskopf and Nagel| (2008)). Los autores del articulo resaltan de este juego
que es un concurso de belleza para dos personas con un equilibrio de Nash tnico, idéntico
al del juego con muchos jugadores. Sin embargo, el razonamiento iterativo no es necesario
en el juego de dos personas, ya que elegir cero es una estrategia débilmente dominante. A
pesar de este concepto de solucion "mas facil", encontramos que una gran mayoria de los
jugadores no elige cero. Esto ocurre incluso con un grupo de sujetos sofisticado.
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13.

alternativas: aceptar al gobierno de turno (A), u organizar la revoluciéon
(R). Si acepta al gobierno de turno, su pago esta dado por su ingreso
y;. Si desea hacer la revolucion, con probabilidad p logra derrocar al
gobierno, mientras que con probabilidad 1 — p no lo logra derrocar. En
particular, su pago en caso de hacer la revolucién esta dado por:

Y
mi(R,s—;) = p? —(1=p)e

donde 0 < r < 2 es el nimero de revolucionarios, y ¢ > 0 es el costo
que deben afrontar en caso de que la revolucion falle. Mas atn, la
probabilidad de que la revolucién logre derrocar al gobierno esta dada
por la proporcién de revolucionarios con respecto al total de individuos.

a) ;Cual es el conjunto de estrategias dominantes estrictamente?
b) ;Cual es el conjunto de estrategias dominantes débilmente?

¢) ;Cudl es el conjunto de equilibrios de Nash?

Solucién:

Este juego se puede representar a partir de una matriz de la forma

12| A R
A vy |y =5
R | §-5y| wy

Asi, se puede ver que no hay ningin equilibrio en estrategias domi-
nantes estrictamente, que el tinico equilibrio en estrategias dominantes
débilmente es EW = {(A4, A)} y que existen dos Equilibrios de Nash,
dados por (4,4) v (R, R).

Demuestre la proposicién
Solucién:

Suponga que tenemos una estrategia conjunta que es Nash pero no esta
en S°. Eso quiere decir que para algin 7, la estrategia que le corres-
ponde en Nash no esta en 57, luego fue eliminada en alguna iteracion
k. Sea k el menor k para el cual existe un ¢ tal que la estrategia que le
corresponde a ¢ en el equilibrio de Nash es eliminada en la iteracion k.
Entonces esto implica que existe una estrategia en Sf_l que domina
estrictamente en SE;l la estrategia de Nash que le corresponde a 1.
Sin embargo, todas las estrategias de los demas jugadores pertenecen
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14.

a Sﬁ;l (por la definicion de k, ademas k # 0) luego esto implicaria que
la estrategia que le corresponde a i en el equilibrio de Nash no seria
una mejor respuesta.

Juego de Blotto. Imagine que usted es un coronel del ejército, antes de
iniciar un combate debe decidir donde ubicar sus tropas (T) entre un
determinado nimero de campos de batalla (N). Usted sabe que en un
mismo campo de batalla ganara quien asigne maés tropas, sin embargo,
ninguna de las partes conoce a cuantas tropas se enfrentaran en cada
campo. Para ganar el combate serd necesario maximizar el namero de
campos de batalla en los cuales se venci6 a las tropas enemigas.

a)

Definiendo S como el conjunto de estrategias posibles. Si usted
debe asignar al menos una tropa a cada campo de batalla, donde
T > N ;cuantas estrategias (|S|) puede aplicar?

SiT =5y N = 3 plantee el juego de forma normal donde los
pagos sean 1 si tiene méas campos ganados, 0 si empatan y -1 si
tiene menos campos ganados a su oponente

A partir del juego anterior determine cuales son los equilibrios de
Nash del juego tanto en estrategias puras como en mixtas

Suponga que T'= 6 y N = 3, ahora considere una nueva regla en
la que solo es posible ubicar tropas en un orden no decreciente,
plantee el juego de forma normal y encuentre los equilibrios de
Nash y la estrategia optima

Solucién:

a)

b)

El nimero de estrategias estard determinado por

a (]1\;) — (Tjgl) de lo contrario '

simplificando

1 siT=N
5] = (T—1)! ) (1.7)
N=DI(T—N)! de lo contrario

El juego en forma normal se puede representar a través de la
siguiente matriz:
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JINJ2 [ (1,22) [ (21.2) [ 220 [ (1,1,3) [ (1,3,1) | (3,1,1)
(1,2,2) 0 0 0 0 1
(2,1.2) 0 0 0 0 1 0
(2,2.1) 0 0 0 1 0 0
(1,1,3) 0 0 1 0 0 0
(1,3,1) 0 1 0 0 0 0
(B.1,1) | -1 0 0 0 0 0

c) EN ={[(1,2,2);(2,1,2);(2,2,1)] x [(1,2,2);(2,1,2); (2,2,1)]}, en
estrategias puras. En estrategias mixtas, hay un nimero infinito
nimero de equilibrios, a partir de combinaciones de las estrategias
mencionadas en los equilibrios en puras.

d) El juego en forma normal se puede representar a través de la
siguiente matriz:

JINI2 ] (222) [ (1,2.3) [ (1,1,9)
(2,2,2) 0 0 1
(1,2,3) 0 0 0
(1.14) | 1 0 0

EN ={[(2,2,2);(1,2,3)] x [(2,2,2);(1,2,3)]}, en estrategias pu-
ras. En estrategias mixtas, hay un ntmero infinito nimero de
equilibrios, a partir de combinaciones de las estrategias mencio-
nadas en los equilibrios en puras. La estrategia optima la podemos
encontrar con el EW en la cual ambos jugadores jugaran (2,2,2)

15. Considere el siguiente juego

IN2] A B C
W | ab | cd | ef
X gh | ij | kI
Y mmn | o.p | q,r

De valores a cada letra de tal forma que:

a) Exista un equ1hbr10 en estartegias dominantes.

b) S

c) E =R>*=5%

d) Exista un Equilibrio de Nash que no pertenezca a W

e) R>* y EN en puras sean iguales y no exista un equilibrio en es-

trategias dominantes.
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16. Precio de la Anarquia. En maximo media pagina explique en que con-
siste el precio de la anarquiaﬁ y dé por lo menos un ejemplo formal
(explicito de un juego con su respectiva justificacion) en el que se pre-
senta dicho fenémeno.

17. Demostrar las siguientes proposiciones:

a) La estrategia maxmin de un jugador no es tnica.
b) Una estrategia dominante (estricta o débilmente) es maxmin.
c¢) La eliminacion de estrategias dominates (estricta o débilmente)

no cambia el valor de seguridad de un juego para ningun jugador.

18. Calcular S*° y R* para el siguiente juego.

I'2[ A [ B C
X | 1,7[22]03
Y (004410
Z (312002

Solucién:
Al realizar el proceso de eliminacién de estrategias que no son mejor
respuesta se tiene que:
» Cuando k= 0: RY = {X,Y, Z} y R) = {A, B,C}
Cuando k=1: Rl ={Y, Z} y R} = {A, B,C}
Cuando k =2: R? ={Y,Z} y R2 = {B,C}
Cuando k=3: R} ={Y}y R} = {B,C}
Cuando k = 4: R} = {Y} y R = {B}

Se tiene entonces que R* = {(Y, B)}.

Por otro lado, al hacer el proceso de eliminacién de estrategias domi-
nadas estrictamente se tiene que:

» Cuando k=0: S = {X,Y,Z} y SY = {A, B,C}
» Cuando k=1: S} = {X,Y,Z} y S = {A,B,C}

Se tiene entonces que S = S.

Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Price_of_anarchy.
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