Capitulo 2

Extension mixta

2.1. Extensiéon mixta de un juego

Una forma de enriquecer considerablemente la teoria es generalizando el con-
cepto de estrategia. En este capitulo se retomaran los conceptos del capitulo
anterior en el contexto de estrategias mixtas. Una estrategia mixta es una
distribucion de probabilidad sobre el espacio de las acciones (i.e., estrategias
puras). Es decir, una estrategia mixta expresa la probabilidad con la que
cada agente va a jugar cada una de sus acciones.

Existen por lo menos dos formas de motivar el concepto de estrategias mixtas.
A lo largo de los ejemplos que estudiaremos, una u otra forma de justificar
este concepto tendra més relevancia. Sin embargo, la utilizaciéon de estra-
tegias mixtas no deja ser una idea controvertida y muy discutida cuando
se trata de los fundamentos de la teoria de juegos. ;Realmente es natural
suponer que un agente elige una distribucién de probabilidad que determina
sus acciones y no una acciéon misma?

La primera manera de justificar el concepto de estrategias mixtas surge de
naturalmente cuando es del interés de los diferentes jugadores seguir estra-
tegias impredecibles para los demés jugadores y viceversa. Ahora, la mejor
manera de generar estrategias impredecibles es justamente hacerlo de tal
forma que para cada jugador inclusive su propia estrategia sea impredecible.
Esta situaciéon es tipica de juegos en los que los jugadores tienen intereses
opuestos.

La segunda forma de justificaciéon proviene de un contexto en el que los ju-
gadores tienen implicitamente el interés de colaborar, ya que resulta mejor
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desde el punto de vista individual. La imposibilidad de forzar una coordina-
cion entre las partes hace que los agentes formen expectativas sobre lo que
los demés jugadores van a escoger. Estas expectativas se pueden modelar
como distribuciones de probabilidad sobre el conjunto de estrategias puras
de cada jugador, es decir, como estrategias mixtas *.

Una forma de entender esto es que cada jugador recibe una senal privada
independiente y sus estrategias no son mas que funciones de la senal en el
espacio de estrategias puras (véase Mas Colell et. al. pagina 232). Borel [1921]
fue el precursor de la idea de estrategias mixtas.

Definicion 2.1 (Estrategias mixtas). Para el jugador i, una estrategia mix-
ta o; sobre el espacio de estrategias puras es un distribucién de probabilidad
sobre S;. Denotamos esto por o; € ¥; donde ¥; es el conjunto de distribu-
ciones de probabilidad sobre S; y o;(s;) es la probabilidad que la estrategia
o; le asigna a la accién s; € S;. Una estrategia mixta conjunta o perfil de

N
estrategias es un vector o € ¥ = lei, o = (01,...,0n) donde o; € %;2.
1=

Adicionalmente, suponemos que los jugadores escogen las estrategias mixtas
de forma estadisticamente independiente.

En ocasiones haremos explicito el conjunto de estrategias puras sobre el cual
se definen las estrategias mixtas ¥; y utilizaremos la notacion, X(.S;).

Definiciéon 2.2 (Extension mixta de un juego en forma normal). Sea G =
(N, {Sitizi ns {Wz}z:1n> un juego en forma normal. La extension mixta
del juego es el juego en forma estratégica:

G=WN Aoy oo ATz 0)

donde el pago neto de cada jugador es una extension del pago neto m; definido
por m; : X — R donde:

Ti(01y ey 0n) = es ES o 01(81)...0n(Sn)mi(S1, vy Sn)
1o n n

Note que el pago de los jugadores es un pago esperado; su estructura esta
dada por la suma de los pagos de cada evento (cada estrategia conjunta
pura) multiplicados por las probabilidades de ocurrencia (estrategias mixtas

1Véase seccion 3.2.4, pagina 41 de [OR] para la formalizacién de esta intepretacion
2De forma analoga, decimos que un vector s € S, donde s; € S; es una estrategia
conjunta o perfil de estrategias en estrategias puras.
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de cada jugador). Ademas, dado que es una distribucion de probabilidad,

01(81)...0n(8n) = 1. Es importante resaltar que hemos utilizado
51€51,...,5n€Sn

el hecho de que los jugadores escogen las estrategias de forma independiente.

Ejemplo 2.3. Considere el juego de Piedra (R), Papel (P) o Tijera (S).

12 R P S
R |00 [-11]11
P [1-1]00 |-1,1
S 11 [1-1]00

En este juego cada jugador tiene 3 estrategias puras S1 = Sy = {R, P, S}.
Una estrategia mixta de este juego para el jugador i es de la forma o; =
(o, B,7y) cona, By € [0,1] y a+S+~ = 1. Por ejemplo, o; = (1/2,1/4,1/4)
quiere decir que el jugador i jugara con probablidad de un medio Piedra (R)
y con una probablidad de un cuarto Papel (P) y Tijeras (S). Las estrategias
puras son estrategias mixtas con uno de sus componentes igual a 1. Observe
que $; = R es lo mismo que o; = (1,0,0), s; = Pes 0; = (0,1,0) y 5, = S
es 0; = (0,0,1).

Este es un juego en el que los jugadores quisieran ser tan impredecibles como
puedan para que su adversario no anticipe su jugada y les gane. De hecho,
se puede demostrar que EN = {o},05} con o] =05 = (1/3,1/3,1/3).

Con algunas consideraciones adicionales, las definiciones que hemos hecho en
el Capitulo 1 pueden extenderse a la extension mixta del juego. A continua-
cién se presentan los conceptos de dominancia, estrategias racionalizables y
equilibrios de Nash en su extensién mixta.

Notacién 2. Por simplicidad en la notacién escribiremos 7; simplemente
como Tr;.

2.1.1. Dominancia

Definiciéon 2.4 (Dominancia de mixtas por mixtas). Decimos que para el
agente ¢ € N una estrategia mixta o; € 3; es dominada (estrictamente) por
una estrategia o; € ¥; si para todo o_; € ¥ _;:

(04, 0-4) > mi(0i,0-;)

Vale la pena resaltar que los pagos esperados de cualquier estrategia mixta
son combinaciones convexas de los pagos de las estrategias puras involucra-
das, por lo que nunca van a superar el pago de la estrategia pura con el pago
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més alto. Esto implica que para establecer que una estrategia mixta es do-
minada no es necesario probar con cada o_; € 3_;. Solo hace falta probarlo
para las estrategias puras s_; € S_;.

Definicién 2.5 (Dominancia débil de mixtas por mixtas). Decimos que para
el agente ¢+ € N una estrategia mixta o; € %; es dominada débilmente por
una estrategia o; € 3; si para todo o_; € ¥_;:

(04, 0-4) > mi(04,0-5)
Con desigualdad estricta en almenos un o_; € ¥_;.

Esta definicién es mas débil que la definicién que dimos en el caso de es-
trategias puras. Es decir, si una estrategia es dominada débilmente por una
estrategia pura, entonces es dominada débilmente por una estrategia mixta.
El converso claramente no es cierto como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.6. Considere el siguiente juego en forma estratégica (los pagos
del jugador 2 son irrelevantes para el ejemplo).

2] A | B
X | L*] 1*
Y [3%]0F
7 10,5 3F*

En este juego, ninguna estrategia del jugador 1 es dominada en estrategias
puras. Sin embargo, la estrategia s; = X es dominada por la estrategia mixta
o1 = (0, %, %) Obsérvese que:

wl(al,A):O*l—l—%*B—{—%*O: % >m(X,A) =1

m(01, B)=0%1+5%0+5%3=35>m(X,B)=1

Recuerde que, el pago para el jugador 1 de cualquier estrategia mixta que 2
pueda jugar es una combinacién convexa, de los pagos que obtiene 1 en las
puras. Por esta razon, solo hace falta probar que para las puras se cumple la

definicion de dominacion.

Ejemplo 2.7. Para el siguiente juego se van a encontrar todas las estretegias
mixtas que dominan a C.

N2 A[B]C
X 101431
Y [5702]55
Z [0430]0.1
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En este juego, ninguna estrategia del jugador 2 es dominada en puras. Para
hacer el anélisis en mixtas es bueno buscar una estrategia candidata a ser
dominada para saber a cuédl componente de la estrategia mixta darle una
probabilidad de cero. Note que ninguna combinacién convexa de los pagos
de B y C va a poder superar el pago de A cuando 1 juega Y o Z, entonces
A se descarta como candidata a ser dominada. De igual manera, cuando 1
juega X, el pago de B no puede ser superado por una combinacién convexa
de Ay C.

Por este motivo se va a plantear una estrategia mixta para dominar a C.
Para que esto ocurra es necesario que exista un o2 = («,1 — «,0) tal que
mo(X, 02) > ma(X,C), ma(Y,02) > ma(Y,C) y ma(Z,02) > m2(Z,C'). Enton-
ces se tienen que cumplir las siguientes condiciones:

m(X,02) =a*x0+ (1 —a)x4d>m(X,C)=1 (2.1)
m(Y,oo=axT+ (1 —a)*2>m(Y,C)=5
mo(Z,09) =axd+ (1 —a)*x0>m(Z,C)=1

De la primera condicién se obtiene que o < %, de la segunda o > % y de la
tercera av > %. Entonces, toda estrategia mixta de la forma o9 = (a, 1 —, 0)
con a € (2,2) domina a C.

Ejercicio 2.8. Muestre que para el siguiente juego no es posible dominar
estrictamente ninguna estrategia del jugador 1 ni en puras ni en mixtas. Sin
embargo, es posible encontrar una estrategia mixta que domine débilmente
a L.

N2[U [V [W
L (003111
M [ 512220
N | 144201

Ejercicio 2.9. Demuestre que la siguiente definiciéon es equivalente a la
definicién dada anteriormente de dominancia estricta de una estrategia mixta
por una estrategia mixta. Para el agente ¢ € N una estrategia o; € X; es
dominada (estrictamente) por una estrategia o; € ¥; si para todo s_; € S_;:

i (03, 5-3) > mi(04,5-;)

Esta equivalencia depende de la forma explicita como se ha definido la ex-
tension mixta del juego.
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Implicitamente en la definicién de dominacién suponemos que las estrategias
mixtas de los demas jugadores se escogen de forma independiente. 2 Utilizan-
do esta nueva definiciéon de dominancia es natural definir un nuevo concepto
de eliminacion iterativa de estrategias mixtas dominadas (estrictamente o
débilmente) por estrategias mixtas. Denotamos este conjunto %°°.

Ejemplo 2.10. Vamos a encontrar 3°° en el siguiente juego

N[ X[ Y] Z
A | 1,7[22]03
B |00 |44] 10
C [31]20]0.2

2 ={4,B,C} | 80 ={X,Y,Z}
Para el jugador 1, A es dominada por una mixta o1 = (0, %, %)
SH={B,C} | B = {X.%,2)

Para el jugador 2, dado que A es dominada, se puede dominar a X con una
mixta o3 = (0, 1, 3)

St ={B,C} | ¥} ={v, 2}
Ahora en la tabla restante solo hay que hacer dominacién estricta.

Y3 ={B} | 23 ={V, 7}
i ={B} | ¥ ={Y}

De esta manera es posible concluir que ¥*° = {(B,Y)} = {((0,1,0), (0,1,0))}.

Ejercicio 2.11. Encuentre X*° para el siguiente juego:

N X Y] Z
A 241311300
B | 00|91/ 24
C [11]10] 15

3Para un caso méas general véase Osborne y Rubinstein pagina 54
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2.1.2. [Estrategias racionalizables

En la seccién anterior de estrategias mixtas llamamos la atencién sobre la
posibilidad de extender el concepto de estrategias no dominadas de forma
iterativa (S°°) al concepto de estrategias mixtas no dominadas de forma
iterativa (3°°). Vamos a explorar un poco mas esta extension usando el
concepto de estrategias racionalizables.

En el capitulo anterior se definieron a las estrategias racionalizables como
aquellas que sobreviven al proceso de eliminacién sucesivo de estrategias que
nunca son mejor respuesta. La extensén a mixtas es natural. A continuacion
se define formalmente el conjunto de estrategias racionalizables en mixtas.

Definiciéon 2.12 (Estrategias racionalizables). Sea G un juego en forma nor-
mal. Para cada jugador i € N definamos la siguiente sucesién de estrategias
mixtas (RY), -

1. Sea R? = 3.

2. Rg“ = {0, € R} : Jo_; € R?, tal que Vo, € R}, m(0;,0-;) >
i (05,0-0) }.
Es decir, R;]H son las estrategias de R! que son mejor respuesta a al-
guna estrategia o_; € RL que el agente i crea que los demés jugadores
puedan eventualmente utilizar.

R; = OF?IR? se llama el conjunto de estrategias racionalizables del jugador
q:
1. Una estrategia conjunta o se llama racionalizable si la estrategia que le

n
corresponde a cada jugador es racionalizable: 0 € R = 'HlRi
1=
Teorema 2.13 (Bernheim, 1984 y Pearce, 1984). El conjunto de estrategias
conjuntas racionalizables es no vacio. Mas atn, para cada jugador, el proceso
de eliminacién de estrategias no racionalizables termina en un nimero finito
de iteraciones.

La idea bésica detrds del concepto de estrategias racionalizables es que los
jugadores no juegan estrategias que no son racionales. Ademés cada uno
sabe que los demés son racionales y cada uno sabe que los demas saben
que son racionales, etc. Esto quiere decir que, al igual que en el concepto de
equilibrio de Nash - Cournot, solamente se juegan estrategias que son mejores
respuestas. Sin embargo, a diferencia del equilibrio de Nash - Cournot, no
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se supone que las expectativas que los agentes tienen sobre las estrategias
de los demas se realizan. Es decir, intuitivamente el concepto de estrategias
racionalizables supone una forma maéas débil de conocimiento que el concepto
de equilibrio de Nash.

Definiciéon 2.14 (Niveles de conocimiento). Supongamos que cada jugador
es racional en el sentido de que no juega estrategias que no son mejores
respuestas a alguna estrategia de los demas. Decimos que el conocimiento de
un jugador es de grado 1 si este sabe que los demés jugadores son racionales.
Es de grado 2 si él sabe que los deméas saben que los demas jugadores son
racionales (i.e., si él sabe que los demés tienen conocimiento de grado 1), etc.

En la definiciéon de estrategias racionalizables, ¢ denota, intuitivamente, el
grado de conocimiento que se asume de cada jugador en la definicién de cada
conjunto de estrategias mixtas R]. También estd implicito en la definicion de
estrategia racionalizable el hecho de que los agentes escogen sus estrategias
de forma independiente y esto restringe las expectativas que los agentes se
forman de las estrategias de los demas.

No es dificil convencerse que cualquier estrategia que forma parte de un equi-
librio de Nash - Cournot es racionalizable. Luego, ser racionalizable es mas
débil que ser un equilibrio de Nash - Cournot. Por ejemplo, en la Batalla
de los Sexos, el conjunto de estrategias racionalizables es la totalidad del
conjunto de estrategias, luego el concepto de estrategia racionalizable es es-
trictamente més débil que el de Nash - Cournot. Este caso pone en evidencia
que el concepto de estrategia racionalizable puede ser un concepto muy débil
y con poco poder predictivo en muchos casos.

El concepto de estrategias mixtas que sobreviven el proceso de eliminacién
débil es un concepto atin mas débil que el de estrategias racionalizables. En
efecto, si una estrategia mixta es dominada, ciertamente no puede ser la
respuesta 6ptima a ninguna estrategia conjunta que los demas jugadadores
jueguen. Se sigue que el conjunto de estrategias mixtas no dominadas su-
cesivamente contiene al conjunto de estrategias racionalizables. En el caso
de juegos bilaterales, estos dos conjuntos coinciden (Perace, 1984) pero, en
general, la contenencia es estricta. Si permitiéramos que los agentes se forma-
ran expectativas correlacionadas sobre las estrategias de los demés, ambos
conceptos coincidirian (esto explica por qué en juegos bilaterales no es ne-
cesario hacer esta extension). La siguiente figura muestra la relacion entre
estos conceptos.

Ejercicio 2.15. Demuestre que el conjunto de estrategias mixtas no domi-
nadas iterativamente contiene al conjunto de estrategias racionalizables.

40



Riascos, A. Juegos Estratégicos y sus Aplicaciones Version 7.0, 2024

Caso General Juegos Bilaterales
EOO
=R
R

Figura 2.1: Diagramas de Venn de >*°, Ry EN para juegos bilaterales y en
general.

Parece intutivo que una estrategia racionalizable le asigne probabilidad po-
sitiva solo a aquellas estrategias que se juegan con probabilidad positiva en
algin equilibrio de Nash. Sin embargo esto no es cierto como lo demuestra
un ejemplo de Bernheim (véase Vega - Redondo, tabla 2.10). Por lo tanto,
el concepto de estrategia racionalizable, asi como el concepto de estrategias
no dominadas iterativamente, no es propiamente un concepto de equilibrio
en el sentido de que no existan incentivos a desviaciones unilaterales.

2.1.3. Equilibrio de Nash - Cournot

Definiciéon 2.16 (Equilibrio de Nash - Cournot). Una estrategia mixta con-
junta o € ¥ es un equilibrio de Nash - Cournot si para todo jugador i y para
toda estrategia o; € ¥; :

7i(0i,0-i) > Ti(03,0-;)
Proposicion 3. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. & es un equilibrio de Nash.
2. Para todo i, 7;(0;,0_;) > Ti(8;,0—;) para todo s;.

3. Para todo jugador, 7;(0;,0-;) = T;(s;,0—;) para todo s; en el soporte
de 0, y mi(6;,0-;) > Ti(si,0—;) para todo s; por fuera del soporte de

41



Riascos, A. Juegos Estratégicos y sus Aplicaciones Version 7.0, 2024

G4
Nota técnica 2.17. Esta proposicion es ttil para calcular equilibrios de Nash
en estrategias mixtas. En particular el numeral tres afirma que en un equili-
brio de Nash en estrategias mixtas todas las estrategias puras con probabi-
lidad positiva arrojan la misma utilidad que la utilidad en equilibrio.

Ejemplo 2.18 (Cara y sello). Como habiamos visto en el capitulo anterior,
en el ejemplo de cara y sello no existe un equilibrio de Nash - Cournot en
estrategias puras. Sin embargo, la estrategia mixta o; = (%, %) para cada
jugador es un equilibrio Nash - Cournot en estrategias mixtas.

\2] C
C [ 1111
S | -11]1-1

Para ver esto, considere la forma de actuar de cada jugador cuando él supone
cierto conportamiento sobre los demés. El jugador 1 cree que el jugador 2 va
jugar o9 = (8,1 — ). Este vector indica que el jugador uno cree que dos va
a jugar C con probabilidad S, y cree que va a jugar sello con probabilidad
1-—23.

Ahora se obtiene el pago esperado de jugar para cada una de sus estrategias
puras cuando el otro jugador juega una mixta. Recuerde que, como se men-
cion6 antes, el pago de jugar un equilibrio de Nash es igual al pago de jugar
cualquier estrategia en el soporte de ;. Esto implica que los pagos esperados
de las estrategias puras van a ser menores o iguales al pago de la mixta que
es equilibrio de Nash.

m(C,o0) =14+ (1—-0)x(-1)=28—-1 (2.4)
m(S,00) =0 (1) +(1—-p)x1=-25+1 (2.5)
Ahora se comparan los pagos para saber cudl va a ser la mejor respuesta del
jugador 1 para cualquier estrategia del jugador 2.
El jugardor 1 va a jugar cara si y solosi: 26 —12> =26+ 1 =4 > %

De esto es posible establecer que la mejor respuesta del jugador 1 es:

C si B> 1
BRi(f)=<CoS si =3
S siﬂ<%

4Una estrategia pura esta en el soporte de una estrategia mixta si tiene probabilidad
positiva.
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Haciendo el mismo procedimiento para el jugador 2 sobre las creencias o3 =
(o, 1 — @), se obtiene la mejor respuesta del jugador 2.

C sia<%
BRy(a) =< CoS sia:%
S sia>%

Finalmente, para encontrar el equilibrio de Nash solo hay que encontrar
los puntos en los que se intersectan las dos mejores respuestas. Para esto
usaremos el siguiente grafico:

T I
1f ------------- : — BRy(B) H
1 --- BRy(a)
« 0,5 ‘ |
ol o B
| | |
0 0,5 1
(6

En los ejes se encuentra la probabilidad de que cada jugador juegue Cara.
Note que lo maximo que esta probabilidad puede ser es 1. La mejor respuesta
del jugador 1 es la linea continua; el jugador 1 va a jugar sello siempre que
[ sea menor a 0.5, es decir a va a ser igual a cero; cuando 8 es 0.5 cualquier
a es mejor respuesta y cuando  es mayor a 0.5, a debe ser igual a 1 (i.e.
uno va a jugar cara). Para el otro jugador el anélisis es el mismo para poder
graficar. El punto en el que se encuentran las dos curvas es el equilibrio de
Nash de este juego EN = {07,035} = {(3.3), (3. 3)}-

Ejercicio 2.19 (Encuentro en NY). Considere el siguiente juego:

N2 E G
E | 100,100 0,0
G 0,0 | 1000,1000
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Muestre que este juego tiene dos equilibrio de Nash en estrategias puras y
un equilibrio de Nash simétrico en estrategias mixtas (10/11,1/11). Muestre
también que este equilibrio satisface las condiciones del numeral tres de la
proposicién anterior.

Ejemplo 2.20 (Entrada de una firma). Considere el siguiente juego:

2] F [ C
N | 02 |02
E |-1-1]1,1

Este juego tiene dos equilibrios de Nash en estrategias puras (E,C) y (N, F).
Haciendo el proceso del ejemplo anterior se llega a que:

N si B> 3
BRi(f)=<NoS siB:%
S si6<%
C sia<1

BR =
2(e0) {COF sita=1

Lo que graficamente se ve de la siguiente forma:

1| |— BR1(B) B
--- BRy(a)
@ 0,5 L
Y R b
| |
0 1

Como se ve en el grafico, se encuentra un continuo de equilibrios en estra-
tegias mixtas y el equilibrio (E,C) = ((0,1),(0,1)) . Todas las estrategias
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mixtas de la forma o = ((1,0), (8,1 — B)), con 5 > % son equilibrio de Nash
en estrategias mixtas. Note que en esta forma de escribirlo se esta incluyendo
el equilibrio en puras (V, F').

Ahora, considere esta interpretacion del juego. El jugador 2 es una firma
incumbente y monopolista en un mercado y el jugador 1 es una firma que
estd considerando entrar a competir a este mercado. Las estrategias F' 'y C
las interpretamos como planear pelear o conciliar. Obsérvese que el equilibrio
(N, F) puede interpretarse como sustentado por la amenaza de que la firma
incumbente peleara (estrategia F') en caso de que la firma 1 decida entrar.
Esta amenaza es, sin embargo, poco creible pues, dado que la firma 1 decide
entrar, ciertamente no es la mejor estrategia para la firma 2 pelear. Este
ejemplo sirve como motivacién para el concepto de equilibrio perfecto en
subjuegos que estudiaremos més adelante.

Ejercicio 2.21 (Batallla de los sexos). Pruebe que en este juego hay, ademas
de los equilibrios en estretegias puras, un equilibrio en estrategias mixtas:
_((3 1) (1 3

o=((11)(11)

Ejercicio 2.22 (Equilibrios simétricos). Un juego de dos jugadores G =
({1,2}, (S1,S2), (71, 72)) es un juego simétrico si S; = Sy y si m(s1,82) >
ma(81, S2) entonces ma(s2, s1) > m1(s2, s1). Demuestre que existe un equilibrio
de Nash de la forma (s, s). Este se conoce como un equilibrio simétrico. Este
resultado se debe a Nash.

Ejercicio 2.23. Dilema de los viajeros. Sean S; = So = {2,3,...,99,100}.
Si s1 < 82,7T1(51,82) = 81 + 2,7T2(81,82) = 81 — 2. Si S1 > 82,71'1(81,82) =
s9 — 2,ma(s1, S2) = S2 + 2. Mostrar que el tunico equilibrio de Nash es (2,2)

Ejercicio 2.24. . Basado en Seven Puzzles You Think You Must Not Have
Heard Correctly with solutions (Winkler). Los nombres de 100 prisioneros se
encuentran en 100 cajas de madera, uno en cada una. Las cajas se encuen-
tran una al lado de la otra en un cuarto. Uno a uno los prisioneros entran
en el cuarto y pueden abrir maximo 50 cajas para verificar qué nombres se
encuentran en las cajas. Una vez salen del cuarto no se les permite ningu-
na comunicacién con los demés prisioneros y deben dejar el cuarto como lo
encontraron. Sin embargo, ellos si pueden definir con anterioridad una es-
trategia para abrir las cajas. Si los 100 prisioneros no logran encontrar cada
uno de ellos sus nombres, son asesinados. Encuentre una estrategia para ellos
que les garantice salvarse con probabilidad superior a 30 %.

Ejemplo 2.25 (;Cémo patear un penal?). El domingo 9 de julio de 2006,
se enfrentaban en la final del mundial de Alemania las selecciones de Francia
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e Italia. Corrfa el minuto 7 del encuentro cuando el delantero de Francia
Florent Malouda caia en el area luego de un choque con el defensa italiano
Marco Materazzi. Ante esta situacion, el arbitro del encuentro senalo penal.
El capitan de Francia Zinedine Zidane toma la responsabilidad de cobrar
el tiro. Frente a él se encuentra el guardameta Gianluigi Buffon. El diez de
Francia tiene la oportunidad de poner por delante a su equipo y quizas llevar-
se consigo su segundo mundial en su ultimo partido como jugador profesional
de futbol. La gran pregunta es ;jhacia déonde deberia patear el penal? ;Qué
estrategia le garantiza el mejor resultado posible?

Esta situacion ejemplifica una situacion tipica de juegos estratégicos de suma
cero. Hay dos jugadores. El primero de estos es el encargado de cobrar el
penal, el cual tiene como estrategias patear a la derecha (R), al centro (C) o a
la izquierda (L). El otro jugador de este juego es el arquero, quien tiene como
posibles acciones lanzarse a la derecha (R), a la izquierda (L) o permanecer
en el centro (C). Para simplificar el problema asuma que, si el balon es
enviado en la direccion en la que el guardameta se encuentra, sera tapado y
el jugador dos ganara, en cualquier otro caso el jugador 1 sera el ganador.
En la siguiente tabla se resumen los pagos con la perspectiva del jugador que
patea

Jugador 1 \ Jugador2 | L | C | R
L 01111
C 1101
R 11110

Es facil verificar que el anico equilibrio de Nash (o Maxmin dado que es suma
cero) es jugar % para cada opcién. En la practica, los arqueros reconocen que
aunque estén ubicados en la misma direccién en la que se patea el balén no
tienen 100 % de probabilidad de tapar el tiro. De igual forma, los cobradores
saben que, aunque lancen en una direcciéon diferente a la posicién en la que
estara el arquero, esto no garantiza que marquen el gol. Por esto, los pagos
para cada jugador se definen por las probabilidades de marcar (m; ;) o de
tapar (1 — m; ;), donde ¢ = {L,C, R} representa la eleccién del cobrador y
j ={L,C, R} representa la decision del arquero.

Los resultados de la evidencia empirica muestran que cuando se reduce el
juego a un escenario 2 x 2 ({L, R} x {L, R}) los jugadores profesionales ac-
tian jugando una estrategia mixta de acuerdo a la probabilidad de acierto
observada. Otro resultado muestra como las decisiones tanto de cobradores
como arqueros son serialmente independientes; es decir, las acciones tomadas
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anteriormente no influyen en la probabilidad de escoger la siguiente accion
palacios2003professionals. En la siguiente tabla se presenta la probabilidad
de anotar observada

Jugador 1 \ Jugador 2 L R
L 7TL7L:58,3% 7TL,R294797%
R Thi = 9291% | nrn = 69,02%

Fuente: [Palacios-Huerta, 2003|

[Palacios-Huerta, 2003] encuentra que el equilibrio éptimo para los anterio-
res datos son P(i = L) = 0,3854 y P(j = L) = 0,4199, mientras que lo
observado en los datos es P(i = L) = 0,3998 y P(j = L) = 0,4231, lo que no
presenta diferencias significativas entre lo que predice la teoria y lo que se
observa en la realidad. Cuando se amplia el anélisis al escenario 3 x 3 el re-
sultado no es tan claro. La evidencia empirica ha mostrado que los arqueros
son proclives a un tipo particular de desviaciéon al agente racional nombrado
como “sesgo de accidon” bar2007action. Este sesgo nos muestra que cuando
un arquero decide su estrategia, puede sentir menor culpabilidad de fallar si
actia como se espera (saltar ya sea a la derecha o a la izquierda) generando
en la practica una probabilidad observada de mantenerse en el centro menor
a lo que seria 6ptimo para ellos.

Con los ejemplos anteriores podemos observar el uso practico de la teoria
econdmica para la predicciéon de comportamientos estratégicos en juegos no
cooperativos como el de cobrar un penal, informacién que quizas hubiera
dado mas probabilidades a Gianluigi Buffon de mantenerse en el centro del
arco, direccién en la que Zinedine Zidane hizo su lanzamiento para convertir
el gol con el que Francia comenzaria ganando la final del mundial, que ir6-
nicamente perderia frente a Italia en la serie de penales.

Ejercicio 2.26. Calcular la estrategia 6ptima para las siguientes probabili-
dades de anotacion (Fuente: [Bar-Eli et al., 2007])

Jugador 1 \ Jugador 2 L C R
L 71,1% | 100% | 96,4 %
C 82,3% | 50% | 94,1%
R 94,2% | 100% | 55,2 %

Teorema 2.27 (Nash 1950). Todo juego finito (i.e., el ntimero de jugadores
y conjunto de estrategias de cada jugador es finito) tiene un equilibrio de
Nash en estrategias mixtas.
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2.2. Equilibrio de Nash - Cournot: Extensiones*

Esta seccion es un poco més avanzada y no es necesaria para la comprension
del resto del libro. Para su comprension se requiere conocer algunos concep-
tos basicos de anélisis: conjuntos compactos, cuasiconcavidad, el teorema de
punto fijo de Kakutani, Brouwer y algunos otros.

El teorema de Nash - Cournot se puede demostrar facilmente utilizando un
poco de anélisis: Defina la correspondencia de mejor respuesta B; : %_; — 3;
como:

B(o_;) = argmaxsex, (mi(o,0-;))

y sea B : ¥ — 3 definida como B = [[ B;. Por el teorema del punto fijo de
Kakutani, B tiene un punto fijo o* (es decir, * € ¥ tal que o* € B(c%).
Por definicién este es un equilibrio de Nash.

Es elemental extender el anterior teorema al siguiente caso. Suponga que
los espacios de estrategias son conjuntos no vacios, compactos, convexos, las
funciones de utilidad de cada agente son continuas y cuasiconcavas como
funcion de su propia estrategia. Entonces existe un equilibrio de Nash. La
prueba es idéntica a la anterior.

Ejercicio 2.28. Muestre, a través de ejemplos, que ninguna de las hipotesis
de este teorema puede ser eliminada.

Nota técnica 2.29. El concepto de equilibrio Nash se remonta a Cournot
[1838]. La formalizacion y primera demostracion se debe a Nash [1950] en la
que utiliza el teorema del punto fijo de Kakutani. En Nash [1951] se muestra
como sustituir el teorema de Kakutani por el de Brower.

Ejercicio 2.30. Suponga que las funciones de utilidad son estrictamente
cuasiconcavas en la propia estrategia. Aplique el teorema de Brower para
obtener una demostraciéon muy sencilla de la existencia de un equilibrio de
Nash.

Teorema 2.31 (Glicksberg 1952). Dado un juego G en forma estratégica
donde el espacio de estrategias de cada jugador es un subconjunto compacto
de R™ y las funciones de utilidad son continuas, se tiene que G tiene un
equilibrio de Nash en estrategias mixtas.?

SEste teorema requiere introducir el concepto de estrategia mixta sobre un espacio de
estrategias continuo y ademas extender el juego y definir una nocién de continuidad en el
espacio de estrategias mixtas.
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La extensiéon es importante pues introduce juegos en los que el espacio de
acciones es un continuo. Sin embargo, la hipdtesis de continuidad es fuerte.
Por ejemplo, no se cumple en el modelo de competencia oligopolistica de
Bertrand.

Teorema 2.32 (Debreu 1952, Fan 1952 y Glicksberg 1952). Bajo las con-
diciones del teorema anterior, si el espacio de estrategias es convexo y las
funciones de utilidad son cuasicéncavas en la estrategia de cada jugador en-
tonces el juego tiene un equilibrio Nash en estrategias puras.

Nota técnica 2.33. La demostracion de este teorema es una aplicaciéon in-
mediata del teorema de punto fijo de Kakutani (véase la proposicion 20.3
de [OR]). El teorema de Nash es un corolario inmediato: un equilibrio de
estrategias mixtas es un equilibrio en estrategias puras de la extensién mixta
del juego. Es facil ver que la extension mixta satisface todas las propiedades
del teorema anterior.

Ejemplo 2.34 (No existencia del equilibrio de Nash). Supongamos que dos
jugadores pueden venderle un producto a tres posibles compradores. Los
compradores A y C' tienen acceso a s6lo un vendedor. B tiene acceso a los
dos vendedores. Los tres compradores tienen una restricciéon presupuestal
de una unidad. Los vendedores escogen el precio de venta de su producto
pero no pueden discriminar entre los compradores. Ellos escogen de forma
simultanea un precio p; € [0, 1]. Supongamos que en caso de que los precios
sean idénticos el comprador B compra del vendedor 1.

Este juego no tiene un equilibrio, aun en estrategias mixtas. Suponga que
existe un equilibrio en estrategias puras tal que p; > % El jugador 2 va
escoger un precio ligeramente inferior p; > ps > % En este caso el jugador
1 va querer disminuir su precio y asi sucesivamente. Luego no existe un
equilibrio con p; > % Sipp < %, la tinica mejor respuesta del jugador 1 es
ps = 1. Pero en este caso 1 tiene un incentivo a aumentar su precio. La no
existencia de un equilibrio en estrategias mixtas se deja como ejercicio para
el lector.

2.3. Juegos bilaterales de suma cero
Un juego bilateral de suma cero es un juego con dos jugadores en el cual

todo resultado del juego representa pagos opuestos para los jugadores. Esto
es, los jugadores tienen intereses opuestos.
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Un ejemplo de juego de suma cero es el juego de cara y sello. Hay otros
ejemplos més complejos e interesantes como el juego del ajedrez. Sin embar-
go, como veremos mas adelante, se pueden obtener resultados bastante més
fuertes para este caso que los que se obtienen del teorema de Von Neumann
(1928) que exponemos en esta seccion.

Definicién 2.35. Un juego bilateral de suma cero es un juego G = ({1, 2},

{Si}ti=1,2, {mi}i=1,2) tal que para todo s € S, m(s) + m2(s) = 0.

El requerimiento de sumar cero es una simplificaciéon no fundamental, basta
con que la suma sea constante. Por eso en ocasiones se llaman juegos bilate-
rales de suma constante. Es facil ver que si la suma de los pagos es cero para
las estrategias puras, también lo es para las estrategias mixtas (y viceversa).b

Teorema 2.36 (von Neumann, 1928). Sea G una juego bilateral de suma
cero. Entonces:

1. méx min m (01,02) = min maxm (01,02). El primer valor lo de-
01E€EX102€X0 02€X001€X

nominamos el valor maxmin del jugador 1 y lo denotamos por vy, el
segundo lo denominamos el valor minmax del jugador 1 y lo denotamos
por vy. Luego el teorema afirma que en un juego de suma cero estos
dos valores son iguales y denotamos el valor comin por v] denominado
el valor del juego para el jugador 1.

2. Para todo equilibrio de Nash - Cournot (o7, 03) tenemos vf = m; (o7, 035)
y viceversa, si 0], 05 son estrategias maxmin para cada jugador enton-
ces (07,05) es un equilibrio de Nash - Cournot. En particular, todos
los equilibrios de Nash - Cournot generan la misma utilidad.

Este teorema es equivalente al teorema Minmax de von Neumann que se
encuentra mas adelante.” Sin embargo, la demostracién que se presenta en
esta seccién se basa en el teorema de existencia del equilibrio de Nash. El
teorema Minmax y el teorema anterior son bastante anteriores al teorema de

6 Algunos autores consideran una generalizacién de juegos de suma cero que denominan
juegos estrictamente competitivos. Estos son juegos en los que los dos jugadores tiene
preferencias opuestas por las alternativas (en estrategias puras). Estos juegos comparten
muchas de la propiedades de los juegos de suma cero, pero en general la caracteristica de
ser competitivo no se extiende a estrategias mixtas.

"El teorema de von Neumann puede verse como un caso particular del teorema de
dualidad en la teoria de optimizaciéon (véase Myerson, pagina 125). En efecto, existe una
equivalencia entre juegos de suma cero y problemas de programacién lineal.
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Nash. De la demostracién del teorema es facil darse cuenta que el teorema
se puede enunciar para cualquier juego en forma normal para el cual exista
un equilibrio de Nash, sin apelar a estrategias mixtas.

La estrategia Maxmin para el jugador 7 refleja la estrategia de maximizar el
pago para el jugador ¢ bajo el supuesto de que el otro siempre va tratar de
minimizar el pago de i. Este es el valor de seguridad del juego para el jugador
que se discuti6 en el capitulo anterior. Intuitivamente, es lo maximo que el
jugador i puede garantizar de utilidad para él mismo (en el peor caso).

La estrategia Minmax para el jugador ¢ representa la menor utilidad a la que
los demés jugadores, en caso de coordinar, pueden forzarlo.

El segundo resultado establece una relaciéon muy particular en los juegos de
suma cero. La estrategia maxmin, el resultado de una estrategia individua-
lista, la maxima utilidad en el peor caso, coincide con el equilibrio de Nash.
Esto le da solidez al concepto de equilibrio de Nash en juegos de suma cero.

Prueba. Primero demostramos que:

v; = méx min 7 (01,02) < ve = min maxm (01,09).
01€X102€%2 02€X201€X]

Por construccion min 7 (01, 0%) < 71 (01, 02) , luego
02622

V1 S méxm (01,02)
01€35,

y, como el lado izquierdo es un niimero, podemos minimizar el lado derecho
y se mantien la desigualdad y obtenemos:

v < U2

Obsérvese que en esta demostracion no se usa que el juego es de suma cero.
En efecto esta propiedad es valida para cualquier juego bilateral.

Para demostar que v; > va, sea (07, 05) un equilibrio de Nash - Cournot.
Vamos a demostrar que v; > w1 (05, 03) > va.

Para ver esto obsérvese que v; = méx min m (01,02) > min m (0], 02) =
01€X102€%2 09EYS

71 (07, 03) (porque o es una mejor respuesta para el Segundo jugador dado
que el primero juega o7) luego v1 > 7 (07, 03) .

Por otro lado, v = min max m (01,02) < maxm (01,03) = m (07, 03)
o2€X¥201€ 01€X

(porque o} es mejor respuesta para m cuando el jugador 2 juega o3).
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De la demostracién anterior se sigue que, dado un equilibrio de Nash - Cour-
not (o7, 03), tenemos vy = 7 (07, 03). Solo hace falta demostrar su converso,
que un par de estrategias maxmin es un equilibrio de Nash-Cournot.

Seav = max min 7 (01, 02) el valor del juego. Sean (o7, 03) un par de estra-
01E€EX102€20

tegias tales que o] € argmax min m (01,02) y 05 € argmin max 7 (o1, 02).
o1€%, 02€%2 o€, O1€X1

Por definicién, esto implica que para todo o1 se cumple 7 (01,05) < vy

analogamente se tiene que para todo o se cumple m (¢67,02) > v. Como

71 (0],05) = v, entonces of es mejor respuesta para o (pues alcanza el

maximo de 7 (+,0%)). Analogamente, oj es mejor respuesta para o} y por

tanto es equilibrio de Nash-Cournot. m

El teorema anterior implica que el valor del juego es el mismo para cada
jugador independientemente de qué equilibrio de Nash jueguen. En efecto,
no es necesario que los jugadores jueguen un equilibrio de Nash especifico
para que que se realice ese valor.

Maés atn, del teorema se deduce facilmente que si (01, 02), (o, 05) son dos
equilibrios de Nash entonces (0}, 02), (01,0%) son equilibrios de Nash. Es
decir, basta con que cada jugador utilice como estrategia alguna que sea
perteneciente a una estrategia conjunta que sea un equilibrio y que él espere
que los demés hagan lo mismo y viceversa. Esta propiedad se conoce como
intercambiabilidad del equilibrio en juegos bilaterales de suma cero. &

Ejercicio 2.37. Demostrar la propiedad de intercambiabildad del equilibrio
para juegos de suma cero.

2.4. Aspectos normativos

Hasta ahora hemos analizado los equilibrios de los juegos sin detenernos a
pensar en las caracteristicas de los resultados. Muchos juegos pueden llevar
a resultados que pueden considerarse como socialmente no deseados y, por
esto, es necesario introducir formalmente un concepto que nos permita hacer
conclusiones normativas de los resultados de las interacciones de los agentes.

Definicion 2.38. En un juego en forma normal, una estrategia conjunta 7
domina débilmente a o en el sentido de Pareto si, para todo ¢ :

mi(T) > mi(o)

8Formalmente la intercambiabilidad implica que el conjunto de estrategias conjuntas
que son equilibrios tiene la estructura de un producto cartesiano entre conjuntos de estra-
tegias mixtas.
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con desigualdad estricta para por lo menos un agente, y decimos que domina
estrictamente en el sentido de Pareto si la desigualdad anterior la podemos
cambiar por una desigualdad estricta.

Definicion 2.39 (Eficiencia de Pareto). En un juego en forma normal, una
estrategia conjunta o es eficiente en un sentido estricto (o débil) si no existe
una estrategia que la domine en el sentido de Pareto débilmente (estricta-
mente).

Una estrategia eficiente en un sentido estricto es también llamada eficiente
en el sentido de Pareto. Luego una estrategia eficiente en el sentido de Pareto
tiene la caracteristica de que no es posible jugar algo diferente que mejore
los pagos de un jugador sin que esto implique desmejorar los pagos de algin
otro jugador.

Ejemplo 2.40 (Dilema del Prisionero). El dilema del prisionero es un ejem-
plo clésico en el que el equilibrio de Nash es no es una estrategia eficiente en
el sentido de Pareto.

N2 A C
A | -10,-10 | 0,-12
C | 12,0 | -1-1

El equilibrio de Nash de este juego es EN=(A,A). Sin embargo esta no es
una estrategia Pareto eficiente: note que pasar a jugar (C,C) mejora el pago
de ambos jugadores sin perjudicar a ninguno.

Definicién 2.41. Un juego es un dilema del prisionero generalizado si exis-
ten dos estrategias conjuntas o = (01, ...,0n) y T = (71, ..., 7n) tal que:

1. o es un equilibrio en estrategias dominantes débilmente.

2. 7 domina débilmente a o en el sentido de Pareto.

Considere un juego en que cada jugador tiene una valoracién privada de
un mismo objeto. Suponga los jugadores conocen la valoracion privada del
objeto de todos los participantes. Los agentes hacen una oferta por el objeto
y gana el objeto el agente que haga la oferta més alta y paga el segundo valor
més alto de todas las ofertas. La utilidad para el ganador es su valoracion
menos lo que paga. Para los demés jugadores es cero (i.e., subasta al segundo
precio con informacién completa). Por simplicidad supongamos que no existe
un par de jugadores con la misma valoraciéon. Este juego es un caso especial
de una subasta al segundo precio de un tnico bien en el que hemos hecho
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el supuesto de que hay informacién completa. El subastador es quien recibe
el pago y asigna el objeto. Suponemos que el subastador no hace parte del
conjunto de jugadores.

Ejercicio 2.42. Demuestre que la subasta que acabamos de describir tiene
un equilibrio en estrategias dominantes (débilmente) que consiste en ofertar
la verdadera valoracién.

Proposiciéon 4. Una subasta al segundo precio como la que acabamos de
describir, con informacién completa, es un dilema del prisionero generalizado
(note que excluimos al subastador del conjunto de jugadores).

Prueba. Por el ejercicio anterior existe un equilibrio en estrategias dominan-
tes débilmente (o) que es ofertar la verdadera valoracion de cada uno. Sea 7
una estrategia que para cada jugador sea ofertar la mitad de su valoracion.
Entonces o y 7 satisfacen las propiedades de la defincién de un dilema de los
prisioneros generalizado. m

En teoria de subastas, tema que estudiaremos con més profundidad més ade-
lante, se muestra que la subasta al segundo precio es eficiente en el sentido de
que el objeto se le asigna al jugador con la mayor valoracion (incluso cuando
existe un precio de reserva del objeto mayor o igual a cero). Estas dos formas
de estudiar la eficiencia de la subasta al segundo precio no son contradicto-
rias. El concepto que estudiamos aqui, dilema del prisionero generalizado,
hace referencia a eficiencia exante y el que estudiaremos méas adelante, a
eficiencia expost.

2.5. Teorema Minimax de von Neumann¥*

En 1928, veinte anos antes de la publicacion del libro que béasicamente fun-
da la teoria de juegos [von Neumann and Morgenstern, 1947|, von Neumann
probo este teorema que es equivalente al teorema minmax anterior.

Teorema 2.43 (von Neumann 1928). Sea A = (a;j)i=1,..N; j=1,..\ UNa ma-
triz de ntmeros reales. Entonces existen p € RY, ¢ € Rj\f y v € R tal
que:

N M
dpi=) g =1 (2.6)
=1 =1

y para todo i, j :

N M
> piai; > v > giai; (2.7)
i=1 i=1
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Proposicién 5. El teorema Minmax de juegos de suma cero es equivalente
al teorema minimax de von Neumann.

Prueba. Sea m (01,02) = O'lTAO'Q = —my (01,02) ¥
= mé { = mi S . 2.8

N
Supongamos que para todo p € RY, > pi =1 existe j tal que:

=1
N
Zpiaij <wv (2.9)
i=1
en particular:
N N N
ng,z‘aij <v= 012116122'220';#»(1@']'027]‘ <w (2.10)
=1 j=1li=1
luego,
min méx my (01,092) < v (2.11)
02€¥201€3

una contradicciéon. La otra desigualdad del teorema minmax es similar. m

2.6. Ejercicios

1. Adivinar el promedio. Considere el siguiente juego. Cada jugador tiene
que, de forma simultanea, escoger un niimero entero entre 1 y 100
(incluidos). La persona més cercana a un tercio del promedio de las
ofertas gana $100 y los demés nada. En caso de empate, el premio se
divide proporcionalmente entre los ganadores.

a) (Existe alguna estrategia pura que domine estrictamente a cual-
quier otra?

b) Encuentre una estrategia mixta que domine estrictamente a 100.
¢) Muestre que 99 no puede ser estrictamente dominado.

d) ;Cual es su mejor prediccion sobre el resultado de este juego?

2. Sea ¢* € ¥ un perfil de estrategias completamente mixtas. jSon cier-
tas las siguientes afirmaciones? En caso verdadero, demuéstrelo formal-
mente; de lo contrario, dé un contraejemplo.
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a) Si o* sobrevive al proceso de eliminacion de estrategias mix-
tas estrictamente dominadas, entonces para todo i se tiene que
E_i[mi(si,0%,)] = E_i[mi(of,0%,)],Vs; € S;, donde S; son las es-
trategias puras de 1.

b) Si para todo i, o) es mejor respuesta a o*;, entonces o* sobrevive
al proceso de eliminacién iterada de estrategias mixtas estricta-
mente dominadas.

Solucién:

a) Esta afirmacion es falsa, porque una estrategia que sobreviva al
proceso de eliminacion iterada de estrategias mixtas estrictamen-
te dominadas no es necesariamente es un equilibrio de Nash y, por
lo tanto, no necesariamente satisfara la condicién. Como contra-
jemplo tomemos el juego de cara y sello:

\2] C
C [ 1-1]-11
S | -1.1]1-1

En primer lugar, en este juego ninguna estrategia pura ni mixta
es estrictamente dominada, por lo que todas sobreviven al pro-
ceso de eliminaciéon iterada de estrategias mixtas estrictamente
dominadas. Para verificar esta afirmacién, note que para cual-
quier estrategia completamente mixta del jugador 1 existe una
estrategia del jugador 2 que le genera pagos esperados positivos y
otra que le genera pagos esperados negativos al jugador 1. De esta
forma, no puede ser el caso que exista algin &7 tal que que para
todo o9 el pago esperado de 1, I1; (61, 02), sea estrictamente ma-
yor al de cualquier otra estrategia o1 # &1. En otras palabras, no
puede haber una estrategia estrictamente dominante en este juego
para el jugador 1 y, por simetria, tampoco existe para el jugador 2.

Ahora, el tinico equilibrio de Nash de este juego es el perfil de es-
trategias completamente mixtas: cpn = (0gn,1,0EN2) = (1/2,1/2).
Sea of = (1/3,2/3). Sabemos que esta estrategia sobrevivio al
proceso de eliminacién iterada de estrategias mixtas estrictamen-

te dominadas y que no es un equilibrio de Nash, por lo que debe
existir un g9 tal que:
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11 (C, &2) # 11 (07,02)

(S, G2) # Iy (07, 02)

Considere 03 = (1/3,2/3). Entonces: I1; (C, 03) = —1/3 y II; (07, 03) =
1/9, lo cual completa el contrajemplo.

b) Esta afirmacion es verdadera, puesto que si para todo i, o) es
mejor respuesta a o, entonces o* es un equilibrio de Nash. Por
otro lado, se sabe que la eliminacién iterada de estrategias estric-
tamente dominadas no elimina equilibrios de Nash, entonces o*
tuvo que haber sobrevivido al proceso de eliminacién.

3. Encuentre todos los equilibrios de Nash (tanto en estrategias puras
como mixtas) del siguiente juego:

L [ M|R
83|35 6,3
33|55 | 4,8
52 3,7 4,9

—
_—
[\]

olalc

4. Considere el siguiente juego.

12X, | Ya
X1 | 2206
Vi | 6,0 L1

a) ;Cuél es el equilibrio de Nash en puras?
b) Muestre que el equilibrio es ineficiente en el sentido de Pareto.

¢) Suponga ahora que los jugadores se pueden comunicar y le piden
a un abogado que les elabore un contrato que dice lo siguiente:
si ambos lo firman, ambos prometen jugar (X;, Xs). Si solamente
uno lo firma, digamos %, entonces ¢ promete jugar Y;. En caso
de firmar el contrato, es de obligatorio cumplimiento (e.g., no
cumplirlo tiene una penalidad muy alta)

El nuevo juego es:

o7
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12X [ Vs | S,
X: 2210606
Yi |60 1,1 1.1
S1 160 1,1]22

d) Encuentre el nuevo equilibrio.

e) (Qué aprendio usted de este ejercicio?

5. Considere el siguiente juego:

2] F | C
N | 02 |02
E |-1-1|1,1

a) Calcular los equilibrios de Nash.

b) Calcular los equilibrios en estrategias mixtas.

Version 7.0, 2024

6. Demuestre que, dado un juego en forma normal, para cada jugador
todo equilibrio de Nash tiene un pago mayor o igual al valor minmax
del jugador (no tiene que ser un juego bilateral ni un juego de suma

cero).
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