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Modelos Matemáticos del Crimen
Trabajo en Proceso

Literatura Relacionada y Datos
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Modelos Matemáticos del Crimen
Trabajo en Proceso

Literatura Relacionada y Datos
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Hospitalizaciones prevenibles

Hospitalizaciones evitables son una fuente de incrementos en
el gasto en salud.

En Estados Unidos se estima en más USD 30 billones el costo
de las hospitalizaciones innecesarias (Health Heritage Prize).

Para darse una idea, Health Heritage Foundation ofreció 3
millones de dólares en premios al mejor modelo predictivo de
hospitalizaciones.
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millones de dólares en premios al mejor modelo predictivo de
hospitalizaciones.

Uniandes y Quantil Aprendizaje de Máquinas y Poĺıticas Públicas



Introducción

Usamos un panel de la base de datos de suficiencia del
Ministerio de Salud y Protección Social entre 2009 - 2011.

Contribuimos a la literatura con dos ideas complementarias:

1 Construimos un algoritmo de aprendizaje de máquinas que
predice relativamente bien los dias de estacia con un año de
anticipación.

2 Introducimos un modelo de decisión que permite evaluar la
costo efectividad de los programas de prevención de individuos
con alto riesgo de hospitalización.
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Datos

Tenemos un panel de 5.7 million afiliados al regimen
contributivo entre 2009 y 2011.

Tenemos edad, sexo, localización, IPS, EPS, diagnóstico
(codificación internacional ICD10) d́ıas de estacia, costo del
servicio, ingreso base de cotización, etc.

Usamos una muestra aleatoria de un millón de individuos para
entrenamiento y un millón para prueba.
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Datos

Construimos varias caracteŕısticas con datos entre t − 2 to
t − 1:
Annual LOS, average LOS, maximum LOS, second maximum LOS, indicator of annual LOS greater than

30 days, standard deviation of LOS, average cost, standard deviation of cost, average income of enrollees

in each insurer, standard deviation of income in each insurer, indicators of the 10 costlier diagnoses in the

sample, number of hemograms, pressure tests, CTs, creatinine tests, thyroid tests, ER services, ambulatory

services, hospital services, domiciliary services, drug claims, and the number of different long-term diseases

affecting each patient. We also create the number of claims per month and per day of week, indicators of

long-term diseases, and interactions between indicators of hospital services, ER services, domiciliary

services and ambulatory services.
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El Problema de Aprendizaje de Máquinas

Tarea: Predecir los d́ıas de hospitalización en t usando la
información de t − 1 y t − 2. La variable dependiente es
ln(LOS + 1) en t.

El problema es idéntico al puesto en el premio de Health
Heritage Foundation.

Como medida de rendimiento se utilizó (RMSE). El ganador
del concurso obtuvo un RMSE de 0,4438 que es 2,5 veces el
promedio de ln(LOS + 1) del tercer año.
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Resultados

Cuadro: Out-of-sample model fit

Model MAE RMSE R-squared
OLS 0.4546 0.7502 0.1731
ANN 0.5032 0.7824 0.1006
RF 0.2634 0.5623 0.5354
BT 0.2721 0.5720 0.5192
ENS 0.2523 0.5609 0.5179

El RMSE del ensemble lineal es 75 % el promedio de ln(LOS + 1), mientras que
el ganador del premio Health Heritage es 249 %
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Resultados
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Figura: Variation in the RMSE by percentiles of the LOS distribution



Problema Clasificación

1−Especificity

S
en

si
tiv

ity

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

OLS: 0.775

ANN: 0.713

RF: 0.932

GBM: 0.921

ENS: 0.920

Figura: Prediction accuracy



Resultados: Importancia relativa
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Figura: Risk factors in the random forest model
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Modelo Teoŕıa de la Decisión

Siguiendo a Bayati, et.al 2014 el costo esperado de
hospitalizar al individuo i es el producto entre la probabilidad
de ser hospitalizado y el costo de ser hispitalizado del grupo
de riesgo al que pertenece:

C0(p̂i ) = p̂icg (1)

Si un asegurador implementa un plan de prevención la
probablidad de ser hospitalizado disminuye de acuerdo a la
eficacia del programa α, pero tambien tiene unos costos fijos
f . Si el individuo es intervenido los costos esperados son:

C1(p̂i ) = (1− α)p̂icg + f (2)
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Modelo Teoŕıa de la Decisión

Luego, un individuo debe ser intervenido si:

π(p̂i |α, f ) = C0(p̂i )− C1(p̂i ) ≥ 0 (3)



Modelo Teoŕıa de la Decisión

Comparamos los costos esperados de utilizar el modelo de
predicción con base la rela de decisión anterior contra dos
escenarios (dados α and f ):

1 Poĺıtica de no intervenir.
2 Mejor intervención uniforme.
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Ahorro potencial contra intervención uniforme
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Introducción

La ley 100 de 1993 transformó el sistema colombiano de salud
en un mercado de aseguramiento competitivo.

Elementos fundamentales en la organización del mercado:
POS, IPS, EPS, UPC.

Usando un modelo de regresión lineal, el gobierno distribuye
más de COP 24 billones de pesos entre las EPSs.

Esto se hace usando como principal insumo la base de
suficiencia que registra todas las atenciones, servicios,
hospitalizaciones, etc. de 20 millones de Colombianos en el
POS (tiene más de 450 millones de registros).

Uniandes y Quantil Aprendizaje de Máquinas y Poĺıticas Públicas
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Eficiencia

Contención del gasto.

Solución:
1 Pagar con anterioridad a la prestación de los servicios (pago

ex-ante).
2 UPC debe reflejar el gasto esperado de salud de los afiliados.
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Selección de riesgos

Descreme del mercado mediante estrategias sutiles: calidad
del servicio, largas colas, tiempos prolongados para obtener
citas, etc.

Solución:
1 Ajuste de riesgo ex ante a la UPC.
2 El auste de riesgo debe compensar por riesgos predecibles y

socialmente aceptables.
3 Mejor uso de la información.
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Capacidad predictiva del gasto

El modelo de ajuste de riesgo del Ministerio tiene un poder
predictivo normal (de acuerdo a los estándares
internacionales).

Predice el 33 % del gasto del quintil de mayor gasto de salud.

La capacidad de predecir el gasto de ciertos riesgos
predecibles es baja: Quedan muchos incentivos a la selección
de riesgos.

Por esta razón se hace un ajuste ex-post.
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de riesgos.
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Modelos Matemáticos del Crimen
Trabajo en Proceso

Problemas
Resultados

Ajuste ex-ante

Cuadro: Ajuste fuera de muestra distribución completa

Modelo RMSE MAE PR PR - R2

anual no anual

1. WLS UPC 3,506,658 720,587 0.896 0.999 1.57
2. WLS UPC + Dx 3,440,928 694,404 0.892 0.999 5.23
3. ANN FS 3,455,366 774,190 1.064 1.179
4. RF FS 3,465,301 712,820 0.975 1.087
5. GBM FS 3,431,044 721,168 1.002 1.115
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Ajuste ex-ante

Cuadro: Ajuste fuera de muestra en el quintil superior

Modelo RMSE MAE PR PR
anual no anual

1. WLS UPC 7,749,235 1,920,486 0.291 0.335
2. WLS UPC + Dx 7,580,659 1,983,269 0.367 0.426
3. ANN FS 7,582,293 1,962,318 0.412 0.474
4. RF FS 7,580,672 1,988,824 0.424 0.490
5. GBM FS 7,517,520 1,961,026 0.430 0.500
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Introducción

Esta literatura a comenzado a influenciar la administración de
los recursos policiales de los principales centros urbanos: Los
Ángeles CA, Atlanta GA, Chicago IL, New York NW,
Alhambra CA, San Francisco CA, Modesto CA, Santa Cruz,
CA.

Se diseñó una metodoloǵıa para comparar diferentes modelos
de predicción del crimen en Bogotá.

Esta se extiende de forma natural a otros centros urbanos con
la información adecuada (Cali, Medelĺın).

Datos utilizados: 329,793 cŕımenes ocurridos en Bogotá entre
2004 y 2014 (geolocalizados, con fecha y hora).

Se compararon modelos de Puntos, Elipses, KDE y varias
versiones de modelos espacio-temporales.
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Modelo KDE: Ejemplo



Modelo Espacio - Temporal

Este es un modelo basado en la clasificación de los eventos
como antecedentes y réplicas.

Es el estado del arte en modelos de predicción del crimen.



Modelo Espacio - Temporal: Motivación

Mohler et al.: Self-Exciting Point Process Modeling of Crime 101

Figure 1. On the left, histogram of times (less than 300 days) between Southern California earthquake events of magnitude 3.0 or greater
separated by 110 kilometers or less. On the right, histogram of times (less than 50 days) between burglary events separated by 200 meters or
less.

In seismology a mark Mk, the magnitude of the earthquake, is
associated with each event (tk, xk, yk) and the conditional inten-
sity often takes the form

λ(t, x, y,M) = j(M)λ(t, x, y), (2)

λ(t, x, y) = μ(x, y)

+
∑

{k:tk<t}
g(t − tk, x − xk, y − yk;Mk). (3)

Models of this type, referred to as Epidemic Type Aftershock-
Sequences (ETAS) models, work by dividing earthquakes into
two categories, background events and aftershock events. Back-
ground events occur independently according to a stationary
Poisson process μ(x, y), with magnitudes distributed indepen-
dently of μ according to j(M). Each of these earthquakes then
elevates the risk of aftershocks and the elevated risk spreads in
space and time according to the kernel g(t, x, y,M).

Figure 2. Times of violent crimes between two rivalry gangs in Los
Angeles.

Many forms for g have been proposed in the literature,
though in general the kernel is chosen such that the elevated risk
increases with earthquake magnitude and decreases in space
and time away from each event. For example, the isotropic ker-
nel,

g(t, x, y;M) = K0

(t + c)p
· eα(M−M0)

(x2 + y2 + d)q
, (4)

is one of a variety of kernels reviewed in Ogata (1998). Here
K0, M0, and α are parameters that control the number of after-
shocks, c and d are parameters that control the behavior of the
kernel at the origin, and p and q are parameters that give the
(power law) rate of decay of g.

Standard models for the background intensity μ(x, y) include
spline, kernel smoothing, and Voronoi estimation (Silverman
1986; Ogata and Katsura 1988; Okabe et al. 2000). In the case
of fixed bandwidth kernel smoothing, the background intensity
is estimated by

μ(x, y) = μ ·
∑

k

u(x − xk, y − yk;σ), (5)

where μ is a parameter controlling the overall background rate.
The events (tk, xk, yk,Mk) are assumed to be background events
and in practice can be obtained through a declustering algo-
rithm (Zhuang, Ogata, and Vere-Jones 2002).

The appropriate selection of parameter values is as critical
to the modeling process as specifying accurate forms for μ,
g, and j. The distance in space and time over which the risk
spreads, the percentage of background events vs. aftershocks,
the dependence of the increased risk on magnitude size, etc.,
all can have a great impact on the predictive power of a point
process model. Parameter selection for ETAS models is most
commonly accomplished through maximum likelihood estima-
tion, where the log-likelihood function (Daley and Vere-Jones
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Modelo Espacio - Temporal: especificación

Se considera un modelo de la intensidad espacio temporal del
crimen de la forma:

λ(t, x , y) = µ(t, x , y) +
∑

k:tk<t

g(t − tk , x − xk , y − yk) (4)
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Validación

Evaluar la capacidad predictiva del modelo de predicción de
crimen propuesto.

En particular, se compara el poder predictivo del modelo al ser
entrenado con diferentes horizontes de tiempo.
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Datos

Se cuenta con datos de cŕımenes en Bogotá del 16 de abril al
30 de junio de 2017: 16.402 datos.

Para esta validación se usaron datos de la localidad de Santa
Fé, en donde se aplicará el piloto, delimitada por latitudes
entre [4,571, 4,629] y longitudes > −74,091.
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Datos

1.676 (≈ 10 %) cŕımenes en la localidad de Santa Fé en el
peŕıodo tratado.

Se entrenó el modelo de crimen con datos entre 1 y 7 semanas
y se validó con las 3 semanas posteriores al entrenamiento, en
todos los casos, del 10 al 30 de junio de 2017 (407 cŕımenes).
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Validación

Utilizamos el Precision Accuracy Index

PAI =
Hit Rate

Percentage of Area

Hit Rate =
Crimes predicted in Hotspots

Total Crimes

Percentage Area =
Area of Hotspots

Total Area

Sin embargo en modelos muy granulares no es una buena
medida.
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Figure 6. Forecasting strategy comparison. Average daily percentage of crimes predicted plotted against percentage of cells flagged for 2005
burglary using 200 m by 200 m cells. Error bars correspond to the standard error. Prospective hotspot cutoff parameters are 400 meters and 8
weeks (left) and optimal parameters (right) are 200 meters and 39 weeks. Spatial background intensity μ(x, y) smoothing bandwidth for the
point process is 300 meters (left) selected by cross validation and 130 meters (right) selected to optimize the number of crimes predicted.

the prospective hotspot strategy. For example, with 10% of
the city flagged the point process and prospective hotspot cor-
rectly predict 660 and 547 crimes (respectively) out of 2627.
The difference in accuracy between the two methodologies can
be attributed to the crime hotspot map’s failure to account for
the background rate of crime. While prospective crime hotspot
maps used for crime prediction attempt to quantify the conta-
gious spread of crime following past events, they fail to assess
the likelihood of future “background” events, the initial events
that trigger crime clusters.

In order to disentangle the dependence of model accuracy on
parameter selection, in Figure 6 on the right we repeat the same
prediction exercise but with parameters of each model selected
to yield the highest number of crimes predicted (L1 norm over
1 through 15% of cells flagged). The optimal cutoff parameters
for the prospective hotspot map are 200 meters and 39 weeks.
With these parameter values, in particular the slow decay of g
in time, Equation (11) is closer to Poisson estimation. For the
point process model we only optimize the bandwidth used for
μ(x, y) as the computational cost of the stochastic decluster-
ing algorithm is relatively high. Whereas the bandwidth is esti-
mated to be approximately 300 meters using cross validation, a
smaller bandwidth, 130 meters, provides a higher level of pre-
dictive accuracy. This can be attributed to the spatially localized
features of neighborhoods, and hence burglary.

For all percentages of cells flagged the prospective hotspot
map underperforms the point process, though for certain per-
centages the relative underperformance is less. On the left in
Figure 6, the prospective hotspot map performs better (relative
to the point process) for smaller percentages of cells flagged, as
the parameters are selected to account for near-repeat effects.
On the right, the prospective hotspot map performs better for
larger percentages of flagged cells, since for these parameter
values the model is more accurately estimating fixed environ-
mental heterogeneity. For crime types such as robbery and auto

theft, where near-repeat effects play less of a role, prospective
hotspot maps tailored for near-repeat effects are likely to be
outperformed by simple Poisson estimation. The advantage of
models of the form (10) is that the balance between exogenous
and endogenous contributions to crime rates is inferred from
the data as opposed to being imposed a priori.

6. DISCUSSION

We showed how self-exciting point processes from seismol-
ogy can be used for the purpose of crime modeling. In the fu-
ture it may be desirable to tailor point process models specifi-
cally for crime, taking into account the crime type and the lo-
cal geography of the city. Based upon the insights provided by
nonparametric estimates, parametric models can be constructed
that have advantages with respect to model fitting and simula-
tion. Background rates can also be improved by incorporating
other data types (in Johnson 2008, housing density is used to
improve models of repeat victimization). In the case of gang
violence, a hybrid network-point process approach may be use-
ful for capturing the self-exciting effects stemming from gang
retaliations. Here increased risk may not diffuse in geographic
space, but instead may travel through the network space of gang
rivalry relations.

The methodology used in this study can be implemented for
other applications as well, for example refining point process
models of earthquakes. It could potentially be adapted, more
generally, to other second-order models of point processes.
The stochastic declustering algorithm opens up the door to
a plethora of density estimation techniques (Silverman 1986;
Scott 1992; Eggermont and LaRiccia 2001) that could be used
to explore point processes in a way parametric methods do not
allow.

In Marsan and Lenglin (2010) it is shown that the method
is an Expectation-Maximization (EM) type algorithm. At the
maximization step the complete data log-likelihood function



Validación

Se divide Bogotá (1,547km2) en 10,946 celdas de ≈ 145m2

cada una; 1,019 celdas en la localidad de Santa Fé.

Se entrena el modelo con el correspondiente número de
semanas y se predicen los puntos calientes para cada turno de
8 horas, definidos como el 10 % de las celdas con mayor
probabilidad de crimen.

Se investigan cuántos cŕımenes de los datos de validación
ocurrieron en los puntos calientes predichos por el modelo.
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Hit Rate con 7 semanas de entrenamiento y 10 % de
cobertura de puntos calientes:

Predicción bw fijo bw variable KDE

Semana 1 0,44 0,57 0,42
Semana 2 0,46 0,59 0,44
Semana 3 0,54 0,62 0,53

Promedio 0,48 0,59 0,46
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Hospitalizaciones Prevenibles
Ajuste de Riesgo
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Trabajo em Proceso

Salud pública:
1 Grupos de emfermedades usando análisis supervisado:

Aaprendizaje de máquinas, distancia entre particiciones y
optimización usando el algoritmo Metropolis Hasting.

2 Grupos de emfermedades usando análisis no supervisado: LDA.

Predicción del cŕımen (en conjunto con el Profesor Francisco
Gomez).

1 Teoŕıa de las ventanas rotas, imágenes y aprendizaje profundo.
2 Viajes de Levy.
3 Kernel aprendizaje en variedades.
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