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Susceptibles - Infectados

Este es el modelo más sencillo en el que podemos aprender el
mecanismo fundamental detrás de los modelos de propagación
de enfermedades.

Por el momento ignoramos la estrutura de relaciones de la
población.

Hacemos la hipótesis de mezcla completa: cada individuo
tiene la misma probabilidad β por unidad de tiempo, de entrar
en contacto con cualquier otro individuo. Es decir, por unidad
de tiempo, un individuo entra en contacto aleatoriamente en
promedio con β individuos.
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Susceptibles - Infectados

Sea S(t) el número de personas susceptible en t y I (t) el
número de personas infectadas.

La enfermedad solo se transmite si una persona infectada
entra en contacto con una susceptible. Una persona una vez
es infectada aśı se queda.

Si la población es n la probabilidad de que una persona sea
con un susceptible es S(t)

n y la probabilidad de que una
persona (i.g., infectado) entre en contacto con una persona es

β, entonces β S(t)
n es la probabiliad de que un infectado entre

en contacto con un susceptible.

Como existen en promedio I (t) infectados entonces por unidad

de tiempo en promedio se tiene βI (t)S(t)n nuevos infectados.



Susceptibles - Infectados
En un periodo muy pequeño se obtiene la siguiente dinámica
para los infectados:

dI

dt
= β

S(t)I (t)

n
(1)

y para los susceptibles:

dS

dt
= −β

S(t)I (t)

n
(2)

En términos percapita y usando que: S(t) + I (t) = n se
obtiene:

di

dt
= β(1− i)i (3)

La solución de esta ecuación es (llamada solución de
crecimiento loǵıstico).

i(t) =
i0 expβt

1− i0 + i0 expβt
(4)
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Figure 16.1: The classic logistic growth curve of the SI epidemic model. Starting from
a small initial value (1% in this example) the number of infected individuals in an SI
model grows exponentially at first, but growth eventually saturates as the supply of
susceptible individuals is exhausted, and the curve levels off at x ⇤ 1 (dashed line).

16.1.2 T�� SIR �����

The SI model is the simplest possible model of infection. There are many ways
in which it can be extended to make it more realistic or more appropriate as a
model of a specific disease. One common extension deals with recovery from
disease.

In the SI model individuals, once infected, are infected (and infectious)
forever. For many real diseases, however, people recover from infection after
a certain amount of time because their immune system fights off the disease-
causing agent. Furthermore, people often retain their immunity to the disease
after such a recovery so that they cannot catch it again. To represent this
behavior in our model we need a new third disease state, usually denoted R for
recovered. The corresponding three-state model is called the susceptible–infected–

recovered or SIR model.
With some diseases people do not recover but instead die. Although this

is the complete opposite of recovery in human terms, it is essentially the same
thing in epidemiological terms: it makes little difference to the disease whether
a person is immune or dead—either way they are effectively removed from

612



Modelo SI
Modelo SIR

Modelo SIOD

Contenido

1 Modelo SI

2 Modelo SIR

3 Modelo SIOD

Universidad de los Andes y Quantil | Matemáticas Aplicadas Difusión en Redes
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Susceptibles - Infectados - Retirados (Recuperados y
Muertos)

Ahora los infectados pueden recuperarse (o morirse).

Los recuperados básicamente se retiran del conjunto de
agentes infectados y no vuelven a ser susceptibles.

Luego, cada persona está en uno de tres estados excluyentes
(compartimientos): Susceptibles, Infectado, Recuperados (en
términos per capita):

s + i + r = 1 (5)
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Susceptibles - Infectados - Retirados (Recuperados y
Muertos)

Luego las ecuaciones que caracterizan el modelo SIR son:

ds

dt
= −βsi (6)

di

dt
= βsi − γi (7)

dr

dt
= γi (8)



Susceptibles - Infectados - Retirados (Recuperados y
Muertos)
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Figure 16.2: Time evolution of the SIR model. A numerical solution of the SIR
equations (16.9). The three curves show the fractions of the population in the susceptible,
infected, and recovered states as a function of time. The parameters are � ⇤ 1, � ⇤ 0.4,
s0 ⇤ 0.99, x0 ⇤ 0.01, and r0 ⇤ 0.

There are a number of notable things about this figure. The fraction of sus-
ceptibles in the population decreases monotonically as susceptibles are infected
and the fraction of recovered individuals increases monotonically. The fraction
infected, however, goes up at first as people get infected, then down again as
they recover, and eventually goes to zero as t ! 1.

Note, however, that the number of susceptibles does not go to zero; the curve
for s(t) ends a little above the axis. This is because when x ! 0 there are no
infected individuals left to infect the remaining susceptibles. Any individuals
who survive to late enough times without being infected will probably never
get the disease at all. They are the lucky ones who made it through the outbreak
and out the other side. Similarly the fraction of recovered individuals does not
quite reach one as t ! 1.

The asymptotic value of r has an important practical interpretation: it is
the total number of individuals who ever catch the disease during the entire
course of the epidemic—the total size of the outbreak. It can be calculated from
Eq. (16.13) as the value at which dr/dt ⇤ 0, which gives r ⇤ 1 � s0e��r/�.

The initial conditions for the model can be chosen in a variety of ways,
but the most common is to assume that the disease starts with either a single
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Susceptibles - Infectados - Retirados (Recuperados y
Muertos)

Obsérvese que la fracción de susceptible no llega
asintóticamente a cero. En el largo plazo los infectados
disminuyen a cero y los susceptibles que sobrevivieron hasta
ese momento ya no hay quien los infecte.

La tasa de recuperfados asintótica, representa la población
que en el largo plazo fue infectada (incluyendo los muertos).

El aplanamiento de la curva de recuperados se obtiene cuando
(drdt = 0):

r = 1− s0 exp
−βr/γ (9)

donde las condiciones inciales t́ıpicamente implican que s0 ≈ 1
(n grande e i0 pequeño). Luego:

r = 1− exp−βr/γ (10)



Susceptibles - Infectados - Retirados (Recuperados y
Muertos)

Esta ecuacion:

r = 1− exp−βr/γ (11)

es idéntica a la ecuacón que determina el tamanho de la
componente gigante en el modelo de Poisson con c = β

γ
donde c es el valor esperado del grado del grafo.

La siguiente figura muestra el comportamiento de la
componente gigante como función de c .



Susceptibles - Infectados - Retirados (Recuperados y
Muertos)

Cuando β ≤ γ no hay epidemia: los infectados se recuperan
más rápido que lo que se infectan los susceptibles.



Tiempo de Recuperación

El tiempo promedio que una persona demora en recuperar en
el modelo SIR: las personas infectadas se recupran o mueren a
una tasa γ.

Durante un periodo pequeño de tiempo δt la probabilidad de
no recuperarse es: 1− γδt, y que no se recupere en un
periodo de tiempo t es:

(1− γδt)
t
δt ≈ e−γt (12)



Tiempo de Recuperación

Luego la probabilidad de estar infectado hasta t y recuperarse
en (t, t + δt) es: γe−γtδt.

Esta es la distribución exponencial lo que sugiere que el
tiempo medio de recuperación es 1

γ .

Sin embargo, dada la forma de la distribución exponencial,
implica que hay mayor probabilidad de recuperarse rápido y
una probabilidad positiva de recuperarse después de mucho
tiempo (es contradicción con la evidencia de ciertas
enfermedades).



Número Básico de Reproducción

Una de los atributos más importantes del modelo es el número
básico de reproducción, R0 que es el promedio de personas que
un infectado le tranmite la enfermedad antes de recuperarse.

Nos enfocamos en etapas iniciales de la epidemia donde toda
la población es susceptible (población ingenua).

Si un individuo permanece infectado por un periodo de tiempo
τ (variable aleatoria cuya distribución es γe−γt), el número de
personas con las que entra en contacto es βτ . Como
consideramos el inicio del proceso de infección, βτ es también
el número de personas que se infectan. Y el valor esperado es:

β

∫ ∞

0
γte−γtdt =

β

γ
(13)

Lo que da una perspectiva distinta al umbral en el que se
forma una componente gigante.
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Susceptibles - Infectados - Inmunes - Retirados
(Recuperados y Muertos)

Ahora supongamos que existe un grupo de personas, de las
susceptibles, que se vuelven inmunes (por ejemplo, porque su
contacto que infectados ha sido de baja intensidad apenas
suficiente para generar resistencia).1

Más adelante se describe la versión del modelo en redes.

1Carranza, Juan Esteban and Martin, Juan David and Riascos, Alvaro,
Economic Activity During the Covid-19 Pandemic: A Model with Acquired
Immunity (2022).
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Susceptibles - Infectados - Inmunes - Retirados
(Recuperados y Muertos)
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Susceptibles - Infectados - Inmunes - Retirados
(Recuperados y Muertos)

En una red con matriz de adjacencia Aij , el modelo lo describe
estas ecuaciones:

S i
t+1 = S i

t(1− πm)− βS i
t

n∑
j=1

Aij
t I

j
t (14)

R i
t+1 = R i

t + γI it (15)

D i
t+1 = D i

t + πd I
i
t (16)

I it+1 = I it (1− πd − γ) + β

n∑
j=1

Aij
t I

j
t (17)

M i
t+1 = M i

t + πmS
i
t (18)



Susceptibles - Infectados - Inmunes - Retirados
(Recuperados y Muertos)

0 20 40 60 80 100
t

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Resultados de una simulación SIOD

S
I
R
M
D



Susceptibles - Infectados - Inmunes - Retirados
(Recuperados y Muertos)

0 20 40 60 80 100
t

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Resultados de una simulación SIOD

S
I
R
M
D


	Modelo SI
	Modelo SIR
	Modelo SIOD

