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Aprendizaje Estadistico

@ Las técnicas de mineria de datos se dividen bdsicamente en
dos grandes ramas:

@ Anailisis supervisado: se cuenta con datos de la forma
{(x1,¥1); s (Xn, ¥n)} donde las observaciones de y son las
variables de interés.

o El objetivo es estudiar el comportamiento de la variable
objetivo y (o respuesta) condicional a las variables
independientes x (o predictores).

o Matemdaticamente: estudiar y describir la distribucién de y
condicional a x.
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@ Las técnicas de mineria de datos se dividen basicamente en
dos grandes ramas:

@ Anailisis supervisado: se cuenta con datos de la forma
{(x1,¥1); s (Xn, ¥n)} donde las observaciones de y son las
variables de interés.

o El objetivo es estudiar el comportamiento de la variable
objetivo y (o respuesta) condicional a las variables
independientes x (o predictores).

o Matemdaticamente: estudiar y describir la distribucién de y
condicional a x.

@ Anadlisis no supervisado: se cuentan con datos de la forma
{X1, ...; Xn}, ninguna variables es el centro de atencién.

o El objetivo es estudiar las variables x (o factores), posibles
patrones, conglomerados, etc.

o Matemdaticamente: estudiar la distribucién de x.
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Aprendizaje Estadistico

@ Otros problemas son:

@ Aprendizaje reforzado: Se interactura con un ambiente (i.e.,
fisico, juego, etc) y se tiene un conjunto de acciones. El
propdsito es maximizar una funcién de beneficios del agente
tomando las mejores acciones.
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@ Terminologia

Variables de VarEliss it Problema Terminologia
Entrada Salida s

l Anélisis No
{ Supervisado
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@ Para ilustrar algunas de las ideas principales enfoquémonos en
el problema de clasificacién (que tiene aplicaciones a:
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de una distribucién P(X, Y) donde y € {0, 1}.
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@ Para ilustrar algunas de las ideas principales enfoquémonos en
el problema de clasificacién (que tiene aplicaciones a:
otorgamiento de créditos, fraude, caracterizacién de clientes,
etc.)

@ Supongamos que tenemos una muestra
Tn = {(x1,¥1), .-+, (Xn, ¥n)} generada de forma independiente
de una distribucién P(X, Y) donde y € {0, 1}.

@ La distribucién P es desconocida.

@ Obsérvese que el supuesto es que la muestra es i.i.d.

@ Denotamos por X el espacio de variables independientes
(x € X) y Y el espacio de variables dependientes (y € V).

@ Una funcién de apredizaje es una funcién f : X — ).
Intuitivamente dada una observacién de x la funcidon
selecciona un resultado f(x).
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Aprendizaje Estadistico: Pérdida

@ La forma estdndar de evaluar el rendimiento de una funcién de
aprendizaje para el problema de clasificacién es usando una
funcién de pérdida, L: X x Y x Y — {0,1}.

@ La funcién de pérdida estandar del problema clasificacién
binaria: Dado una observacién (x,y), si f(x) # y entonces
L(x,y,f(x)) =1y L(x,y,f(x)) =0 en caso contrario.

@ Cuando el problema es de regresién la forma mas comun de
medir la pérdida es usando el error cuadratico:

Lix,y, f(x)) = (v — f(x))*.
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M:(XxY)"—F (1)

donde F es un conjunto de funciones de aprendizaje.



Aprendizaje Estadistico: Funciones y maquinas de

aprendizaje

@ Una mdquina o algoritmo de aprendizaje M, es un algoritmo
que dada una muestra 7, nos permite construir una funcién
de aprendizaje f, : X — ):

M:(XxY)"—F (1)

donde F es un conjunto de funciones de aprendizaje.

@ Obsérvese que la funcién de aprendizaje f,, depende de una
muestra de tamaiio n. Para diferentes muestras se obtienen
diferentes funciones de aprendizaje.



Aprendizaje Estadistico: Ejes de la teoria

Error de aproximacion (sesgo) vrs. error de estimacién
(varianza).

Consistencia.

El problema de minimizacién de riesgo empirico.

Capacidad y cotas.
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Dos Caballitos de Batalla

@ Los dos caballitos de batalla que sirven como referencia para
gran parte de la teoria son:

© Algoritmo del vecino mds cercano.
@ Modelo de regresidn lineal.
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Dos Caballitos de Batalla: Algoritmo del vecino ms cercano

@ Fijemos una nocién de distancia entre las variables predictoras.

@ Sea k el nimero de vecinos que la funcién de aprendizaje
utiliza para clasificar.

@ Dada una muestra 7, y un x € X, calculamos los k puntos
{Xi,, ..., Xi, } que tengan menor distancia a x.

@ La funcién de aprendizaje (en el problema de clasificacién
binario) se define segin el nimero de {k : y; = 1}: voto
mayoritario.

@ Denotamos esta mdquina de aprendizaje por K — NN,,.



Dos Caballitos de Batalla: Algoritmo del vecino mds
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Dos Caballitos de Batalla: Algoritmo del vecino mds

cercano

@ Obsérvese que este funcién de aprendizaje ajusta mejor dentro
de muestra y es mas compleja que la anterior.

1-Nearest Neighbor Classifier
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Dos Caballitos de Batalla: Regresién lineal

@ Supongamos que y; = 3, x; donde hemos incluido un 1 como
primera coordenada en en cada vector x; con el fin de incluir
una constante en el modelo lineal.

@ Sea Bn el estimador de minimos cuadrados ordinarios.

o Obsérvese que @,, define una funcién de aprendizaje
fOLS(x) = 1si BT x > 0,5y cero caso contrario.

Y




Dos Caballitos de Batalla: Regresién lineal

o La linea corresponde a 3] x; = 0,5.
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Aprendizaje Estadistico: Riesgo

@ Sea f una funcién de aprendizaje. Definimos el riesgo de f
como:

R(f) = E[L(X, Y, f(X))] (2)

@ El riesgo no se puede calcular porque no conocemos la
distribucién P.
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Aprendizaje Estadistico: riesgo empirico y riesgo

@ Dos conceptos claves de la teoria son:

© El error de entrenamiento o riesgo empirico es el estimador
muestral del riesgo y se denota por Remp(f):

Remp(f) = Z w (3)

- n
i=1

@ El error de prueba (generalizacién o prediccién) es el riesgo de
la funcién de aprendizaje:

R(f) = E[L(X, Y, f(X))] (4)

donde el valor esperado se toma con respecto a la distribucién
P.

@ Obsérverse que en ambas definiciones podriamos reemplazar
f(x) por fo(x) para indicar que las funciones de aprendizaje
dependen de la muestra. En cualquier caso, la muestra 7, se
mantiene fija.
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e El error de prueba (generalizacién o prediccién) esperado o el
riesgo esperado es:

E[R(fa)] (5)

donde el valor esperado se toma con respecto a todas las
muestras 7, (obsérvese que P define una distribucién de
probabilidad sobre (X x V)").



Aprendizaje Estadistico: riesgo esperado

e El error de prueba (generalizacién o prediccién) esperado o el
riesgo esperado es:

E[R(fa)] (5)

donde el valor esperado se toma con respecto a todas las
muestras 7, (obsérvese que P define una distribucién de
probabilidad sobre (X x V)").

@ Esta definicién aplica solo cuando la funcién de aprendizaje
depende de la muestra.
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Aprendizaje Estadistico: El Problema de Generalizaciéon

@ Decimos que una funcién de aprendizaje generaliza bien si
| Remp(f) — R(f)] (6)

es pequeno.
@ Obsérvese que la diferencia anterior es una variable aleatoria

atn si la funcién de apredizaje no depende de la muestra
(Remp(f) depende de la muestra).

@ El error empirico puede ser muy mal indicador de qué también
generaliza una funcién de aprendizaje.

o El problema es que el riesgo empirico se puede controlar con
la complejidad (overfitting) de la funcién de aprendizaje pero
nada garantiza que generalice bien.
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e El problema de (overfitting).

@ Obsérvese que si el verdadero modelo es la linea recta, el error
empirico de la curva es cero pero generaliza muy mal. El error
empirico de la linea es mayor que cero pero generaliza mejor.




Aprendizaje Estadistico: El Problema de Generalizaciéon

e El problema de (overfitting).

@ Obsérvese que si el verdadero modelo es la linea recta, el error
empirico de la curva es cero pero generaliza muy mal. El error
empirico de la linea es mayor que cero pero generaliza mejor.

@ La curva es muy compleja, la varianza es alta pero el sesgo es
bajo. La linea es poco compleja, varianza baja pero sesgo alto.
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Aprendizaje Estadistico: El problema de clasificacién
formalmente

@ Sea ¢ un conjunto de funciones y F el conjunto de todas las
funciones.
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Aprendizaje Estadistico: El problema de clasificacién
formalmente

@ Sea ¢ un conjunto de funciones y F el conjunto de todas las
funciones.

@ El problema de clasificacién consiste en:
f* = argminsc 5, R[f] (7)

obsérvese que Fg puede ser el conjunto de todas las funciones.
Cuando queremos hacer explicito el espacio Fp, denotamos f*
por f].'o.
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Aprendizaje Estadistico: El problema de clasificacién
formalmente

@ Sea ¢ un conjunto de funciones y F el conjunto de todas las
funciones.

@ El problema de clasificacién consiste en:
f* = argminsc 5, R[f] (7)

obsérvese que Fg puede ser el conjunto de todas las funciones.
Cuando queremos hacer explicito el espacio Fp, denotamos f*
por f].'o.

@ Cuando Fy = F entonces f* se llama el clasficador de Bayes
y se denota por fgayes-
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@ Podemos resumir el objetivo principal del apredizaje de
mdaquinas como: dada una muestra finita 7, y una funcién de
pérdida, encontrar una espacio de funciones Fp y un
clasificador éptimo fz, tal que su riesgo sea lo mds cercano
posible al clasificador de Bayes.



Aprendizaje Estadistico: Resumen

@ Podemos resumir el objetivo principal del apredizaje de
mdaquinas como: dada una muestra finita 7, y una funcién de
pérdida, encontrar una espacio de funciones Fp y un
clasificador éptimo fz, tal que su riesgo sea lo mds cercano
posible al clasificador de Bayes.

@ El riesgo empirico de un clasificador no es necesarimente un
buen estimador del riesgo.
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Funciones de aprendizaje 6ptimas: Variables categdricas

@ Supongamos que G es una variable categdrica que toma
valores un nimero finito K de valores. Denotamos estos
valores por g de tal forma que g =1,..., K.
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@ Supongamos que G es una variable categdrica que toma
valores un nimero finito K de valores. Denotamos estos
valores por g de tal forma que g =1,..., K.

@ Definamos una funcién de pérdida de ceros y unos L donde

L(i,j) es cero si la observacién de la clase i es clasificada
erroneamente en la clase j # i.
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Funciones de aprendizaje 6ptimas: Variables categdricas

@ Supongamos que G es una variable categdrica que toma
valores un nimero finito K de valores. Denotamos estos
valores por g de tal forma que g =1,..., K.

@ Definamos una funcién de pérdida de ceros y unos L donde
L(i,j) es cero si la observacién de la clase i es clasificada
erroneamente en la clase j # i.

@ Sea G una funcién de aprendizaje para clasificar nuevos datos.
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Funciones de aprendizaje 6ptimas: Variables categdricas

@ Supongamos que G es una variable categdrica que toma
valores un nimero finito K de valores. Denotamos estos
valores por g de tal forma que g =1,..., K.

@ Definamos una funcién de pérdida de ceros y unos L donde
L(i,j) es cero si la observacién de la clase i es clasificada
erroneamente en la clase j # i.

e Sea G una funcién de aprendizaje para clasificar nuevos datos.

@ Entonces el riesgo de G es:

E[L(G,G(X ]—EXZ (k, G(X))P(G = k | X)

donde el valor esperado se toma con respecto a la distribucién
marginal X.
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@ Como ilustracién veamos de donde sale la anterior férmula
cuando la variable independiente X también es categdrica:
X e {x1,...xn}.



Funciones de aprendizaje dptimas: Variables categoricas

@ Como ilustracién veamos de donde sale la anterior férmula
cuando la variable independiente X también es categdrica:
X e {x1,...xn}.

o En este caso el riesgo de G es:
E[L(G,G(X) = (8)
Z;L(k, G(x))P(X = x;, G = k) (9)
ZZ Lk, G(x))P(G =k | X =x)P(X =x)  (10)
ZP(X—X,ZLkGX, P(G=k|X=x) (11)

EXZLkG G=k|X) (12
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formalmente

@ Ahora minimizamos esta funcién sobre el espacio de las
funciones de aprendizaje G y obsérvese que basta con
minimizar puntualmente. Dado X resolver:

K
min > L(k,g)P(G =k|X) (13)
k=1
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K
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Aprendizaje Estadistico: El problema de clasificacién

formalmente

@ Ahora minimizamos esta funcién sobre el espacio de las
funciones de aprendizaje G y obsérvese que basta con
minimizar puntualmente. Dado X resolver:

K

mgfnZL(k,g)P(G =k|X) (13)
k=1
=minP(G # g [ X) (14)

= min(1 - P(G =g X)) (15)



Aprendizaje Estadistico: El problema de clasificacién

formalmente

@ Ahora minimizamos esta funcién sobre el espacio de las
funciones de aprendizaje G y obsérvese que basta con
minimizar puntualmente. Dado X resolver:

K
min > " L(k,g)P(G = k | X)
€ k=1
=minP(G # g [ X)

= mgl’n(l —P(G=g|X))

@ Luego es suficiente resolver este problema:

=mixP(G =g | X)
g

(13)

(14)

(15)

(16)



Aprendizaje Estadistico: El problema de clasificacién

formalmente

@ En conclusién el clasificador de Bayes es:

GBayes(X) = arg max,P(G = g | X) (17)



Aprendizaje Estadistico: El problema de clasificacién
formalmente

Example (Clasificador de Bayes binario con pérdida estandar)

En este caso el mejor clasificador es:
T = 1L (18)

si P(Y =1|X =x) > 0,5y cero caso contrario.




Aprendizaje Estadistico: El problema de clasificacién
formalmente

Supongamos que X = [0,1],Y = {0,1} y P es tal que X; se
distribuye normal (0,5,1) (truncada) en [0, 1] (no importa la
distribucién) y P[Y = 1|X = x] = 0,9. En este caso el clasificador
de Bayes es fgayes(X) = 1 para todo x € =. Por lo tanto

R(fBayes) =0,1




Aprendizaje Estadistico: Error de entrenamiento vs error de

prueba

k = Number of Nearest Neighbors

151 101 69 45 31 21 1 7 5 3 1
S Y
°
@ o Linear
S
w0
& 4
S
s
[T
g R
z S
2
0
94
s
S
z Train
Test
— Bayes
T T T T T T T T T
2 3 5 8 12 18 29 67 200

Degrees of Freedom — N/k

@ Ejercicio de simulacién: Muestra 200 observaciones, prueba
10.000 observaciones.
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Error de Aproximacién y Estimacion

Error de Aproximacién y Estimacién

@ Dado un algoritmo o maquina de aprendizaje M y un espacio
de funciones de aprendizaje Fg, definimos el error de M como
la variable aleatoria:

R(fn) - R(fBayes) (19)

que se puede reescribir como:

R(fn) - R(fBayES) = R(fIFo) - R(fBayES) + R(fn) - R(fIFo)
(20)
@ El primer término se conoce como error de aproximacion

(sesgo) y el segundo se conoce como error de estimacién
varianza).
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Error de estimacién y aproximacién

N estimation error
approximation error

space By, of all function

Small function space F
used by the algorithm



Sesgo y varianza

High Bias Low Bias
Low Variance High Variance
- -

Test Sample

Prediction Error

/

Training Sample

Low High
Model Complexity

FIGURE 2.11. Test and training error as a function of model complexity.



Sesgo y varianza

approximation estimation error

complexity of the function class
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Aprendizaje Estadistico: El problema de regresion
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Funciones de aprendizaje 6ptimas: Variables continuas

Aprendizaje Estadistico: El problema de regresion

Aprendizaje Estadistico: El problema de regresion

@ Sea Fp un conjunto de funciones y IF el conjunto de todas las
funciones.
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Funciones de aprendizaje 6ptimas: Variables continuas

Aprendizaje Estadistico: El problema de regresion

Aprendizaje Estadistico: El problema de regresion

@ Sea Fp un conjunto de funciones y IF el conjunto de todas las
funciones.

@ El problema de regresidn consiste en:
f* = argmingc 5, R[f] (21)

donde R[f] involucra una funcién de pérdida apropiada para
variable dependientes continuas. obsérvese que Fy puede ser
el conjunto de todas las funciones. Cuando queremos hacer

explicito el espacio Fp, denotamos f* por fx,.
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Funciones de aprendizaje 6ptimas: Variables continuas

Aprendizaje Estadistico: El problema de regresion

Aprendizaje Estadistico: El problema de regresion

@ Sea Fp un conjunto de funciones y IF el conjunto de todas las
funciones.

@ El problema de regresidn consiste en:
f* = argmingc 5, R[f] (21)

donde R[f] involucra una funcién de pérdida apropiada para
variable dependientes continuas. obsérvese que Fy puede ser
el conjunto de todas las funciones. Cuando queremos hacer

explicito el espacio Fp, denotamos f* por fx,.

@ Cuando Fy = F entonces f* se llama la la funcién de
aprendizaje de Bayes y se denota por fgayes-
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Aprendizaje Estadistico: Resumen

@ De la misma forma que en el problema de clasificacién, el
objetivo principal del apredizaje de maquinas para problemas
de regresion es: dada una muestra finita 7, y una funcién de
pérdida, encontrar una espacio de funciones Fp y una funcién
de aprendizaje éptima fx, tal que su riesgo sea lo mds cercano
posible a la funcién de aprendizaje de Bayes.



Aprendizaje Estadistico: Resumen

@ De la misma forma que en el problema de clasificacién, el
objetivo principal del apredizaje de maquinas para problemas
de regresion es: dada una muestra finita 7, y una funcién de
pérdida, encontrar una espacio de funciones Fp y una funcién
de aprendizaje éptima fx, tal que su riesgo sea lo mds cercano
posible a la funcién de aprendizaje de Bayes.

@ El riesgo empirico de una regresién no es necesarimente un
buen estimador del riesgo.



Funciones de aprendizaje 6ptimas: Variables continuas

Aprendizaje Estadistico: El problema de regresion

Funciones de aprendizaje éptimas: Variables continuas

@ Supongamos que Y es una variable continua que toma valores
en los ndmeros reales.
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Funciones de aprendizaje 6ptimas: Variables continuas

Aprendizaje Estadistico: El problema de regresion

Funciones de aprendizaje éptimas: Variables continuas

@ Supongamos que Y es una variable continua que toma valores
en los ndmeros reales.

@ Definamos una funcién de pérdida L como el error cuadratico.
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Funciones de aprendizaje 6ptimas: Variables continuas

Aprendizaje Estadistico: El problema de regresion

Funciones de aprendizaje éptimas: Variables continuas

@ Supongamos que Y es una variable continua que toma valores
en los ndmeros reales.

@ Definamos una funcién de pérdida L como el error cuadratico.

e Sea f una funcién de aprendizaje.
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Funciones de aprendizaje 6ptimas: Variables continuas

Aprendizaje Estadistico: El problema de regresion

Funciones de aprendizaje éptimas: Variables continuas

@ Supongamos que Y es una variable continua que toma valores
en los ndmeros reales.

@ Definamos una funcién de pérdida L como el error cuadratico.
@ Sea f una funcién de aprendizaje.
@ Entonces el riesgo de f es:

Ex / (F(X) — Y2dF(Y | X) (22)

donde el valor esperado se toma con respecto a la distribucién
marginal X.
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Funciones de aprendizaje 6ptimas: Variables continuas

@ El problema de minimizacién lo podemos resolver si para cada
X = x minimizamos con respecto a y:

/(y— Y)2dF(Y | X = x) (23)

~

e Es facil demostra que: y = E[Y | X = x] o f(X) = E[Y | X]
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Ejemplos

Descomposicion Sesgo y Varianza

Descomposicién Sesgo y Varianza

@ El riesgo es definido como:
R = [ Lexy. () dP(x.y)
@ El riesgo esperado:
EAR(E)] = [ RUE)IP" (1, 1,0 0)

@ El riesgo esperado en un punto (xo, yo):

En[L(X, Y, fa(X)) [ (X, Y) = (x0, %0)]

:/L(X07y0?fn(XO))dPn(bel)"'7Xn>.yn)
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Descomposicién Sesgo y Varianza

@ Supongamos que la funcién de pérdida es cuadratica:
Rif) = [ ()~ yPdP(x.y)
[ (6 = y7aP(y | )P

@ De otra parte, recuerde las siguientes definiciones:

E[Y | X] = / ydP(y | x)

E[Y?| X] = / y2dP(y | x)



Descomposicién Sesgo y Varianza

@ Entonces:

(fa(X) = Y)?
= (fa(X) = E[Y | X])*+
2(fa(X) — E[Y [ XD(ELY | X] = Y) + (E[Y | X] = Y)?

Luego:
R(f) = /(fn(x) — y)?dP(x,y)
_ / (fa(x) = ELY | x])%dP(y | x)dP(x)+

/ (ELy | x] - y)2dP(y | x)dP(x)



Descomposicién Sesgo y Varianza

@ Obsérvese que el segundo término no depende de la muestra
es un error irreducible que denotamos por Irr(P).

@ Ahora el primer término no depende de Y (es una variable
aleatoria en X). Entonces:

R(f,) = /(fn(x) — E[Y | x])?P(x)dx + Irr(P)



Descomposicién Sesgo y Varianza

@ Un argumento similar nos permite mostrar que el riesgo
esperado en xqg es:

/(f,,(xo CELY | X = xo])2dP"(x1, .. x0)

+lrr(P)

= Epn([fa(x0) — E[Y | X = x0])?]

+lrr(P)

= (Epr[fa(x0)] — E[Y | X = x0])? + Epn[(fa(x0) — Epn[fa(x0)])°]
+lrr(P)

El primer término es el sesgo en xg. El segundo término es la
varianza en Xxp.



Descomposicién Sesgo y Varianza

@ Finalmente el riesgo esperado se puedo obtener de la anterior
expresion integrando con respecto a xp.



Ejemplos

Descomposicion Sesgo y Varianza

Vecinos mas cercanos

@ Considere un proceso generador de datos de la forma
y = f(x) + ¢, donde E[¢] = 0:
En[L(X, Y, (X)) [ (X, Y) = (x0, y0)] =
En[R(f)l(x0) = EI(Y — fa(x0))* | X = x0]
= 02 + (Epfa(x0) — f(x0))* + Epal(fa(x0) — E[fa(x0)])’]
= 02 + Bias*(f,(x0)) + Var(fy(x0))

@ Estos errores son de diferentes naturalezas.
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Ejemplos

Descomposicion Sesgo y Varianza

Vecinos mas cercanos

@ El primero es irreducible y corresponde a la desviacién de los
datos alrededor del verdadero valor f(xp). El segundo es qué
tan lejos esta el modelo del verdadero del verdadero valor. El
tercero es qué tanto afecta la muestra le estimacién del
modelo en el punto de interés.
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Vecinos mas cercanos

@ Esta ecuacidn se puede aproximar por:

1 k
0% + ;Z (x))?

A medida que k crece disminuye la complejidad del modelo

I\)

Para k pequefios f(x) puede acercarse més a f(x)

A medida que crece k el sesgo generalmente aumenta
mientras la varianza disminuye
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