9.

Teoria de la firma

Un plan de produccién (neto) de L bienes es un vector y € RL. Valores
positivos denotan productos y valores negativos denotan insumos.

Una firma la caracterizan los planes de producciéon que son tecnolégica-
mente posibles. Denotamos este conjunto de produccién o conjunto de
capacidades tecnoldgicas por Y C RE.

Es importante resaltar que el conjunto de capacidades tecnolégicas no
hace referencia a la disponibilidad de recursos, sdlo a las posibilidades
tecnologicas.

Comunmente este conjunto se describe mediante una funcién de transfor-
macién F : RY — R tal que:

1. Y ={yeRF:F(y) <0}.

2. F(y) =0siy sélo si y estd en el borde de Y.

El conjunto Y = {y € R : F(y) = 0} se conoce como la frontera de
transformacién o la frontera de posibilidades de produccién.

Si F es diferenciable y y es un plan de produccién en 9Y definimos la tasa
marginal de transformacién entre los commodities [ y k, M RT} j(y) como:

_ OF/oy

Esto corresponde al valor absoluto de la pendiente de la recta tangente a
la frontera de transformacién en y.

e Las siguientes son las propiedades més importantes que se suelen
suponer del conjunto de capacidades de producciéon. No todas ellas
son compatibles.

No vacio.

Es un conjunto cerrado en R”.

No hay arbitrage: Y N RY C {0}.

Posibilidad de parar: 0 € Y.

Libre disposicién: Si y € Y, 3/ < y entonces 3y’ € Y.

A A

Retornos de escala no crecientes: Si y € Y entonces para todo a €
[0,1], ay € Y.

7. Retornos de escala no decrecientes: Si y € Y entonces para todo
a>1l,ayeY.

8. Retornos constantes de escala: si se cumplen (6) y (7). Geométrica-
mente Y es un cono.
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9. Aditividad o entrada libre: Siy € Y y ¥’ € Y entonces y+1' € Y. La
interpretacién como entrada libre se refiere al caso en el que Y es el
conjunto de posibilidades de produccion agregado de la economia. Si
una firma incumbente puede producir y € Y y una firma entrante ' €
Y, entonces se debe poder producir y+y’ € Y (no hay interferencia).

10. Convexidad: Y es convexo. Si la tecnologia permite parar entonces la
convexidad implica retornos no crecientes de escala.

11. Cono convexo: Retornos constantes de escala y convexidad.

Proposicion 9 El conjunto de posibilidades de produccion es aditivo y
satisface la propiedad de retornos no crecientes de escala si y solo si es es
UN CONO CONVETO.

= Cuando la firma produce un udnico bien es comun describir su tecno-
logia utilizando una funcién de produccion f : Rffl — R tal que si
(x1,..,x—1) € Ri_l denota los insumos de produccién, entonces f (1, ...,x5—1)
denota la maxima cantidad que se puede producir con esos insumos. Lue-
go el conjunto de capacidades tecnoldgicas de la firma se puede describir
mediante la siguiente funcién de transformacion:

Y = {(_Ila EE) _l'L_l,y) € RL L Xy > Oa Yy < f ('1:17 "'7'T’L—1)} (1)

Obsérvece que la funcién de transformacién se puede definir como F(z1, ..., x1) =
xr — f (=21, —xp—1) .

La tasa marginal de sustitucion técnica se define como:

Of [0z
MRTS k() = =7
= Para el caso de un solo producto, las propiedades sobre el conjunto de

posibilidades tecnolégicas se traducen facilmente en propiedades sobre la

funcién de produccién que lo define. Por ejemplo, la tecnologia es convexa
si sélo si la funcién de produccion es céncava.

Ejemplo 25 La funcion de produccion CES homogénea de grado uno para el
caso de dos insumos se define como:

D=

y = (aaf + (1 - a)af)
donde p < 1, p # 0.

Ejercicio 24 FEste ejercicio muestra que la funcion de produccion CES gene-
raliza las funciones de produccion lineal (p = 1), Leontieff (p — —o0) y Cobb -
Douglas (p = 0).
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1. Calcular el limite cuando p — —oo y mostrar que converge a la funcion
de produccion de Leontieff:

y = min{z,z2}
2. Calcular el limite cuando p — 0 y mostrar que la funcidn converge a la

funcidn de produccion Cobb - Douglas:

y=afa, "

Obsérvese que cuando p — 0 el término oz + (1 — a)zh tiende a 1 y %
tiende a infinito luego la convergencia no estd bien definida. Esto sugiere
utilizar algun tipo de transformacion que lleve a las formas indefinidas
de calcular limites donde se puede aplicar la regla de L “Hopital. Ayuda:
calcular el logaritmo en ambos lados.

Ejercicio 25 De forma mds general podemos definir la funcion de produccion
CES homogénea de grado uno para el caso de dos insumos como:

y = (a(Bz1)” + (1 —a) (1 = B)z2)")
donde p < 1, p # 0.

D=

1. Calcular el limite cuando p — —oo y mostrar que converge a la funcion
de produccion de Leontieff:

y =min {fxy, (1 - Bz}

2. Calcular el limite cuando p — 0 y mostrar que la funcidn converge a la
funcion de produccion Cobb - Douglas:

_ a l—«
y = Bz{z;
donde B es una constante.

Ejercicio 26 Dada una funcion de produccion f, definimos la elasticidad de
sustitucion o, ; entre los insumos i, j como:

Tj fi(x)
d (zl) fi(@)

‘ fi(@)

donde f; y f; son los productos marginales de cada insumo.

Un caso fdcil de calcular la esta elasticidad es cuando ;Eig se puede expresar
J

-z X
como una funcién de *. En este caso:
i
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Demostrar que la elasticidad de sustitucion la funcion de produccion CES
es constante e igual a 1% Luego la elasticidad de sustitucion de la la funcion
de produccion lineal es oo, la de la funcion de produccion Leontieff es 0 y la
elasticidad de sustitucion de la funcion de produccion Cobb-Douglas es 1.

Definicién 13 (Retornos de escala) Una funcidn de produccion:

1. Tiene retornos constantes de escala si f(tz) =tf(x) para todo t > 0.
2. Tiene retornos crecientes de escala si f(tx) > tf(z) para todo t > 1.

3. Tiene retornos decrecientes de escala si f(tz) < tf(x) para todo t < 1.

Ejercicio 27 Muestre que con las modificaciones obvias a las definiciones da-
das anteriormente de tecnologias no decrecientes, no crecientes y con retornos
constantes de escala la funcion de produccion tiene las propiedades de la defini-
cién anterior.

= Un resultado interesante para varificar si una funcién es céncava (tecno-
logia convexa) es el siguiente lema de Shephard.

Lema 1 (Shephard) Si una funcidn de produccion es continua, estrictamente
creciente, estrcitamente cuasicéncava, f(0) = 0 y es homegénea de grado 1
entonces es concava.

9.1. Maximizacion del beneficio

= En esta secion vamos a suponer que las firmas tienen como objetivo ma-
ximizar su beneficio (esta hipdtesis no es completamente obvia ya que
deberfa de deducirse de los objetivos de los duetios de firma). Bajo cier-
tas circunstancias es posible mostrar que este es el caso en una firma de
propiedad privada.

= Seap€ Ri . el vector de precios de los L commodities.

= Suponemos que el conjunto de posibilidades de produccién de la firma es
no vacio, cerrado y satisface la propiedad de libre disposicién.

= El problema de maximizacién de beneficios es:
maxp -y
s.a

y €Y

= Definimos la funcién valor de este problema como la funcién de beneficio
m(p) v la correspondencia de oferta y(p) como el conjunto de vectores que
resuelven el problema de maximizacién del beneficio.
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= Obsérvese que el conjunto de posibilidades de produccién satisface la pro-
piedad de retornos no crecientes de escala entonces 7(p) < 0 o 7w(p) = co.

Proposicién 10 Algunas propiedades de la funcion de beneficios. Con las hipdte-
sis anteriores sobre Y (conjunto no wvacio, cerrado y satisface la propiedad de
libre disposicion):

1. ™ es homogénea de grado uno.
2. m conveza.

3. y es homogénea de grado cero.
4

. Si'Y es convexo entonces y es una correspondencia convera. Si Y es es-
trictamente convero entonces y es una funcidn (cuando no es vacia).

5. Lema de Hotelling: Si y(p) es un solo punto entonces w es diferenciable y

Vr(p) = y(p).

6. Ley de la oferta: Siy es una funcion diferenciable en p entonces:

Vy(p) = Vr(p)
es simétrica y positiva semidefinida. Ademds, Vy(p)-p =10

= Obsérvese que la ley de la oferta se cumple para insumos y productos.
Ademas, la ley de la oferta es independiente del nivel de precios, siempre
se cumple, pues en este caso no existe un efecto ingreso (no hay reestriccién
presupuestal).

= Agregacién: Supongamos que existen un numero finito de firmas cada
una con una tecnologia no vacia, cerrada y que satisface la propiedad
de libre disposicién. Es obvio como definir un conjunto de posibilidades
agregado. Ahora, el resultado importante que podemos interpretar como
un resultado de descentralizacién del proceso productivo bajo competencia
perfecta es, para todo p >> 0 :

1. La funcién de beneficio de la tecnologia agregada es la sumas de las
funciones de beneficio.

2. La correspondencia de planes de produccién 6ptimos agregada es la
suma de las correspondencias de planes de produccién 6ptimos.

= Eficiencia: El concepto de eficiencia serda un tema central y recurrente en
la teoria del equilibrio general. Un concepto bésico es el siguiente.

Definicién 14 (Eficiencia productiva) Un plan de produccidny € Y es efi-
ciente si no existe y' €Y, y' # y tal que y' > y.
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Obsérvese que este concepto de eficiencia asociado una tecnologia especifi-
ca. Por eso podriamos decir que es un concepto de eficiencia a nivel pri-
vado.

Un resultado importante que sirve como antesala a uno de los resultados
mas importantes de la teoria econémica, el primer teorema de la economia
del bienestar, es la siguiente proposicién que puede interpretarse como una
versién de éste.

Proposicién 11 (Maximizacién del beneficio y eficiencia productiva)
Siy €Y es un plan de produccion dptimo para algin p >> 0 entonces y es efi-
ciente.

Prueba. Por contradiccién. m

9.2.

El converso de este resultado es parcialmente cierto cuando la tecnologia
es convexa (afirma la existencia de un p > 0). El converso es cierto en el
caso de la tecnologia del modelo de actividad lineal). Estos resultados son
versiones del segundo teorema fundamental de la economia del bienestar.

Objetivos de la firma: mencionamos al comienzo que los objetivos de la
firma no son completamente claros en algunas circunstancias. Sin embargo,
en una economia de propiedad privada es facil mostrar que, bajo ciertas
circunstancias, el objetivo de maximizaciéon de beneficios estd alineado
con el de maximizar la utilidad de los agentes. Resaltamos algunos de los
supuesto necesarios: competencia perfecta, los beneficios no son inciertos
y el gerente de la firma puede ser controlado por los duenos de la misma.

Minimizacién de costos

En lo que resta de esa seccién vamos a concentrarnos en el caso de un solo
bien de produccién.

Sea w el precio de los insumos y y el nivel de produccion.

El problema de minimizacién de costos (cuando sélo hay un bien de pro-
duccién) es:

c(w,y) = minw-z
s.a
flz) >y

La funcién c¢(w,y) se conoce como la funcién de costos condicionales.

Los insumos que resuelven el problema se llaman la correspondencia de
demanda de insumos éptimos.

Obsérvese la analogia con el problema de minimizacién del gasto en la
teoria del consumidor.
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= Si suponemos que la solucién al problema de minimizacién de costos es
interior (x >> 0), las condiciones de primer orden implican que las ta-
sa marginal de sustitucién técnica es igual a los precios relativos de los
insumos.

Proposicion 12 Bajo las mismas hipdtesis del conjunto de posibilidades de
produccion de la proposicion anterior, la funcion de costos satisface:

1. ¢ es homogénea de grado uno en w y no decreciente en y.
2. ¢ es concava en w.

8. Lema de Shephard: Cuando la correspondencia de demanda es una fun-
cion, Vye(w,y) = z(w,y).

4. Si [ es cdncava entonces ¢ es convera en y (en particular, los costos
marginales son no decrecientes en y ).

Prueba. Vamos a demostrar inicamente la cuarta afirmacién. Sea z y 2’ tales
que c¢(w,q) = w-zy c(w,q¢) = w- 2. Ahora, como z y z’' son planes de
produccién que permiten producir como minimo q y ¢’ respectivamente se sigue
de la concavidad de f que tz 4 (1 —t)z’ es un plan de produccién que premite
producir como minimo tg+ (1 —t)¢’. Por lo tanto c¢(w,tq+ (1 —t)¢') < w- (tg+
1-t)d)=tw-z4+ (1 —-t)w- 2 =tc(w,q) + (1 —t)c(w,q’). m

El problema de la firma que hemos planteado en el curso supone que existe
competencia perfecta en el mercado de insumos y el bien final. Adicionalmente,
cuando resolvemos el problema de la firma encontramos el nivel 6ptimo de insu-
mos y produccién (escala de operacién). En contraste, el problema de minimi-
zacién de costos que hemos estudiado supone tinicamente que hay competencia
perfecta en el mercado de insumos y cuando lo resolvemos el resultado final
es una demanda condicional de insumos. En efecto, la soluciéon del problema
es condicional al nivel de produccién seleccionado. Notese que el problema de
minimizacion de costos hace sentido atin cuando existe competencia imperfecta
en el mercado del bien final. Esto sugiere que si minimizamos costos, si supone-
mos competencia perfecta en el mercado del bien final y si escogemos la escala
de forma 6ptima entonces la solucién puede ser equivalente a la que resulta de
resolver el problema de la firma y viceversa. De esta forma, el problema de la
firma podria considerarse equivalente a un problema en dos estapas: primero
minimizar costos y depués seleccionar la escala 6ptima de operaciéon. En lo que
resta de esta seccion probamos informalmente las afirmaciones anteriores.

Proposicion 13 Supongamos que eziste competencia perfecta en los mercados
de insumos y en el mercado del bien final. Sea x(p,w) y y(p,w) la demanda
de insumos y la oferta del bien final que resuelven el problema de la firma.
Entonces:
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1. z(p,w) resuleve el problema de minimizacion de costos:

c(w,y(p,w)) = min w-x
x>0

f(x) = y(p,w)
2. y(p,w) resuelve el problema de optimizacion de escala:

méxpy — c(w,y)

y viceversa, si x(p,w) y y(p,w) resuelven los problemas de minimizacion
de costos y el problema de optimizacion de escala, entonces resuelven el
problema de la firma.

Prueba. Primero demostramos que maximizar beneficios implica 1 y 2. Como
py(p,w) —w-z(p,w) 2py —w-z

para todo (y, x) tal que f(z) > y con igualdad cuando y = y(p,w) y x = z(p, w);
se sigue que,

. —w- > 4 —w-
p-y(p,w) —w z(p,w)_zzgf}(;%zypy w-x

para todo y con igualdad cuando y = y(p,w) y = = z(p, w). Por lo tanto

—w- > _ { .
py(p,w) —w - z(p,w) > py ol we

para todo y. En particular cuando y = y(p, w) tenemos una igualdad luego:

min w-x > w-z(p,w)
©20,f(z) 2y (p,w)

para todo x con igualdad cuando z = z(p, w). Esto demuestra la primera parte.
Para la segunda parte recordemos que

clw,y) = min w-zx
(w,y) z20,f(z)>y
luego,
py(p,w) —w - (p,w) > py — c(w,y)

para todo (y,z) tal que f(x) > y con igualdad cuando y = y(p,w). Esto de-
muestra que cuando y = y(p, w) la escala de operacién de la firma es 6ptima.

De otra parte, sea x(p, y) la demanda condicional de insumos (la solucién al
problema de minimizacién de costos) luego f(x(p,y)) =y v c(w,y) = w-z(p,y).
Ahora si y resuleve el problema de optimizacién de escala entonces:

pf(z(p,y) —w-z(p,y) = py—clw,y)
> py' — c(w,y’) para todo y >0
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luego:
py — c(w,y) = pf(a’) — c(w, f(2')) para todo 2’ > 0

y por definicién de la demanda condicional de insumos y la funciéon de minimi-
zacion de costos:

pf(z(p.y)) —w-x(p,y) > pf(z') —w- 2’ para todo 2’ >0

y esto demuestra que z(p,y) resuelve el problema de la firma cuando z(p,y)
es la demanda condicional y y(p,w) resuelve el problema de optimizacién de
escala. m

9.3. Corto y largo plazo

= En esta secciéon nos limitamos a hacer una aclaracién sobre la geometria
de los costos de largo y corto plazo teniendo como referencia el libro de

[JR].

= La demostracién de la ecuacién 3.5 del texto no es completamente trivial

y el argumento que se da para la demostracién de la ecuacién 3.4 es como
minimo, enganoso (la razén es que las funcién de costo de corto plazo
se define a través de una optimizacién con reestricciones). El argumento
formal consiste en aplicar con cuidado las condiciones de primer orden a un
problema de optimizacién sin reestriciones. Por simplicidad, supongamos
que tenemos sélo un insumo (el argumento es facil de extender). Fijemos
w, W :

1. ¢(w,w,y) < ¢(w,w,y,T) para todo T (esto es por definicién de ambos

problemas).
2. Ademaés c(w,w,y) = c¢(w, W, y, T(w, W, y))
3. Luego,

c(w,w,y) = minc(w, W, y, r)
x>0

4. Si suponemos que Z(w,w,y) > 0 (que por el numeral 2 es el nivel de
insumos que resuleve este problema de optimizacién) entonces:

3c(w, w, Y, I) | -0
B == (w,w,y) —

que era lo que queriamos demostrar.

o4



