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PREFACIO

”...nothing at all takes place in the universe in which some rule
of maximum or minimum does not appear”

Leonhard Euler!

Este libro es una introduccion a los métodos mateméticos y computacionales
mas utilizados para estudiar una economia a lo largo del tiempo. Se enfo-
ca, especificamente, en los métodos y algoritmos derivados del método de
programacién dindamica y del método de Lagrange.

En términos generales, la exposicién es tal que toda persona con una for-
macién solida en matematicas se sentird a gusto con el grado de formalis-
mo presentado en él. Para los lectores mas formales mateméaticamente, los
capitulos 2 y 3 son un esfuerzo por plantear formalmente el problema, el
lenguaje y el alcance de los métodos presentados en los capitulos posterio-
res. En todo caso, el nivel y los conocimientos de matematicas exigidos son
aquellos que tradicionalmente se ensenan en una buena carrera de economia,
a saber: cdlculo diferencial con multiples variables, célculo integral, proba-
bilidad bésica y los conceptos o teoremas propios que aparecen en los cursos
de microeconomia avanzada, como son, por ejemplo, el de correspondencias
y el teorema del punto fijo. En resumen, el nivel de formalizacién utilizado
es suficiente para no generar dudas o imprecisiones, permitiendo, a su vez,
que el libro pueda ser utilizado por personas con un interés mas aplicado.

Como texto de ensenanza, puede ser la base para un curso de programa-
ciéon dindmica con diferentes niveles de intensidad; también puede ser usado
dentro de un curso de métodos matematicos y computacionales para econo-
mistas, o en un curso corto de métodos computacionales. Por ejemplo, los
capitulos primero y cuarto sirven como introduccién al método de programa-
cién dindmica en un curso de matematicas para economistas. Los capitulos
1 al 4 son una introducciéon més completa y formal desde un punto de vista
puramente tedrico, y los capitulos 1, 4, 5, 6 y 7 sirven como una introducciéon
practica a los métodos matemaéticos y computacionales. Finalmente, la tota-
lidad del libro serviria de base para un curso, de un semestre, sobre métodos

ICitado en Weitzman, M. 2003. Income, Wealth and the Maximum Principle. Pégina
18. Harvard University Press.
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matematicos y computacionales en macroeconomia. En la pagina web del
libro: www.webpondo.org/ariascos/mmem.html, el lector encontrard cédi-
gos de computador, la mayoria de ellos en Matlab, que implementan una
gran cantidad de los algoritmos propuestos. Asi mismo, hallard soluciones
a algunos ejercicios, complementos bibliograficos y errores tipograficos que
detecten los lectores.

Al ser un libro introductorio a nivel de posgrado, su contenido no es origi-
nal. La mayor contribucién radica en el esfuerzo realizado para tender un
puente entre el tratamiento bésico de estos métodos, usualmente relegados
a los apéndices de los libros de macroeconomia utilizados en un curso del
pregrado, y el tratamiento avanzado del tema, encontrado en los libros de
doctorado. Gran parte del contenido del mismo puede encontrarse en libros
y revistas especializados que abordan algunos de los temas aqui expuestos.
Mi deuda con aquellos es evidente en muchos de los capitulos y, si no se
encuentran referenciados oportunamente, ofrezco disculpas a los autores y
prometo corregir este descuido en futuras ediciones.

Muchas personas me han ayudado, directa o indirectamente, a mejorar el
libro durante los casi diez anos que, en medio de innumerables interrup-
ciones, me ha tomado escribirlo. Agradezco a Katherine Aguirre, Andrés
Felipe Arias, Olga Lucia Brifiez, Marcela Eslava, Juanita Gonzalez, Franz
Hamann, Nini Johanna Serna, Luisa Estefania Valdez y Mauricio Villamizar.
Igualmente, agradezco a los numerosos alumnos que padecieron las prime-
ras ediciones de este libro en diferentes cursos de macroeconomia avanzada,
métodos computacionales o métodos matematicos en macroeconomia. Me
refiero a alumnos de la Universidad Javeriana de Bogoté, la Universidad de
los Andes, la Universidad del Valle, el Instituto de Matematicas Puras y
Aplicadas de Rio de Janeiro y los estudiantes del programa de estudios su-
periores del Banco Central de Guatemala. Agradezco especialmente a Jean
Pietro Bonaldi, Miguel Espinosa y Juan David Prada por su excelente labor
de revisién de las primeras ediciones. Por supuesto, cualquier error es mi
responsabilidad.

Por tdltimo, quiero agradecer al Banco de la Republica por el ambiente pro-
picio durante el tiempo que estuve en el Departamento de Investigaciones
de la Subgerencia de Estudios Econémicos, lugar donde escribi gran parte
de él. De la misma manera, mis més sinceros agradecimientos a la Facultad
de Economia de la Universidad de los Andes, pues no deja de sorprender su
apoyo casi incondicional a la investigacion econémica en Colombia.



Para Antonio, Mariana y Martha con la esperanza de que todo lo que
hagamos sea para querernos mas.






I

ECONOMIA DINAMICA

En términos generales, la actividad econémica no puede modelarse como un
proceso estatico en el tiempo y en condiciones de certidumbre. En la vida
real este proceso es dindmico e incierto y, por lo tanto, es natural preguntarse
hasta qué punto la teoria del equilibrio general, como la formularon Arrow
y Debreu, permite describir la toma de decisiones econémicas mas realistas.

Es bien sabido que el modelo bésico de equilibrio general (Arrow-Debreu en
infinitas dimensiones) es suficientemente general para abarcar en términos
ideales esta situacién. En este modelo el espacio de consumo puede tomarse
de tal forma que incluya decisiones intertemporales o contingentes a la reali-
zacion de eventos aleatorios. Basta indexar los diferentes bienes al momento
o evento en el cual son consumidos como cualquier otra caracteristica que
los define. De hecho, desde el punto de vista tedrico, este abordaje es muy
importante. Sin embargo, también es evidente que este modelo no explota
de manera explicita la dimensién temporal del problema como tampoco re-
conoce la imposibilidad, bastante comun en la préactica, de diversificaciéon
del riesgo que resulta de la realizacién de los eventos aleatorios.! El objetivo
de este libro es, en gran parte, introducir al lector en aquellos métodos para
modelar la realidad econémica que reconocen explicitamente la forma como
los agentes en una economia toman decisiones intertemporales y bajo un
ambiente de incertidumbre. Concretamente, el énfasis es en cémo resolver
estos modelos.

En este capitulo introduciremos de manera informal los métodos matema-
ticos que se utilizaran en el resto del libro. En la seccién A estudiaremos el
prototipo de modelo que aparece en el estudio de economias dindmicas, el
modelo béasico de crecimiento econémico, que utilizaremos para introducir
las dos técnicas principales para resolver modelos dinamicos. El primero
pertenece a los métodos de la programacién dinamica, secciéon B, y el segundo
a los de control 6ptimo (i.e. el método de Lagrange o, mds generalmente,
el método del Hamiltoniano), seccién C. La caracteristica fundamental del

I Existen principalmente dos modelos para el estudio de las economias a lo largo del
tiempo, con o sin incertidumbre: El modelo de agentes con vidas infinitamente largas y el
modelo de generaciones traslapadas. En este libro nos dedicaremos tinicamente al primero.
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primer método, como quedard claro mas adelante, es que explota la natu-
raleza recursiva del problema; es decir, el hecho de que la estructura del
problema de decisién es la misma en todos los periodos. El segundo método
explota la geometria del problema.

El modelo bésico de crecimiento sin incertidumbre es un problema en el
cual las decisiones no dependen de eventos aleatorios y en el cual éstas son
tomadas por un agente representativo (o planificador central) sujeto a una
sucesion de restricciones de recursos. Mas adelante permitiremos que las
decisiones dependan de eventos aleatorios y explicaremos cémo extender los
métodos de la programacién dindmica y control éptimo al caso estocastico.

A. Modelo basico de crecimiento

El problema que queremos estudiar es el del crecimiento de una economia
cuando sus agentes deben determinar de manera 6ptima cuanto consumen y
cudnto ahorran en cada instante del tiempo. La parte ahorrada en cada mo-
mento se puede invertir en acumulacién de capital para el periodo siguiente,
permitiéndole aumentar su produccion y, por lo tanto, sus posibilidades de
consumo. Un modelo sencillo de crecimiento en un ambiente deterministico,
el modelo bdsico de crecimiento, pero que a la vez ilustra plenamente los
métodos de la programacion dindmica, podria especificarse de la siguiente
manera (Ramsey [1928], Cass [1965] y Koopmans [1965]):

Supongamos que existe una gran cantidad de agentes idénticos, con vidas
infinitamente largas, y que en cada periodo del tiempo deben decidir cémo
utilizar el dnico bien de consumo que se produce en esta economia. Deno-
minamos a cualquiera de estos agentes como el agente representativo de la
economia. Sea y; la cantidad producida de este bien durante el periodo
t, utilizando como tnico insumo la cantidad de cépital k;. Suponemos que
todas las variables son per capita y que la poblaciéon no crece.

Las posibilidades de produccién de esta economia las representamos me-
diante una funcién de produccién neocldsica f, de tal forma que y; = f(ky).
Hacemos las hipdtesis habituales sobre f : f es una funcién continua, estric-
tamente creciente, estrictamente céncavay f(0) = 0. Ademds, supondremos
que %ir% fl'(k) = o0y ka f'(k) — 0 (condiciones de Inada?).

— —00

En el periodo t el producto se divide entre el consumo en ese periodo ¢, y
la inversién bruta i;. Es decir, para todo ¢,

co+ic = f(ke), (L.1)
Ct7l{/’t Z 0. (12)

2El significado econémico de estas dos condiciones es claro. Ahora, desde un punto de
vista formal, las condiciones implican la existencia de un capital de estado estacionario.
Esto se podra apreciar en el libro méas adelante.
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Asumimos que el capital se deprecia a una tasa constante § € [0, 1]; luego la
dindmica del capital es:

kopr = (1— 8)ky + . (L3)

Ademads, suponemos que cada agente tiene la misma cantidad de capital
inicial kg > 0.

Finalmente, los agentes tienen preferencias U sobre todas las sucesiones de
consumo; suponemos que dichas preferencias son de la siguiente formas:

Ulco,cr,-) = _ Bu(er), (1.4)
t=0

donde u(c;) representa la utilidad instantdnea del consumo en el periodo ¢,
y B € (0,1) es un factor que descuenta la utilidad de consumo en el futuro.
Implicitamente, hemos supuesto que los agentes le dan més importancia al
presente. Otra posible interpretaciéon de § es que representa la probabilidad
de no morir de un periodo a otro.

La pregunta que queremos responder en esta economia es: dado un kg > 0,
icémo deben consumir los agentes a través del tiempo (co, ¢1, ...) de tal for-
ma que maximicen su utilidad 1.4, sujeto a la restriccion de recursos 1.1,
no negatividad del consumo y el capital 1.2 y a la ecuacién 1.3 que descri-
be la evolucién de la tnica variable de estado de esta economia, k;? Esta
terminologia, relacionada con variables de estado, se aclarard mas adelante.
Suponemos que u satisface las mismas propiedades que f y que, ademas,
es acotada; esta ultima garantiza que 1.4 tiene sentido para toda sucesion
(co, €1, -..). Formalmente, el modelo bésico de crecimiento consiste en el si-
guiente problema: encontrar una sucesiéon de consumo, inversién y capital,
donde el capital inicial es dado; de modo que resuelvan el siguiente problemas:

max Z Bru(c)
0

{ktvr.eetig p

sujeto a,?

kt+1 = (1 — 5)kt + it,
ce+ip = f(ke),
¢, ke > 0 para todo t.

Este problema lo llamamos el Problema Secuencial con capital inicial ko.*
Por simplicidad, mientras no haya riesgo de confusién, omitiremos la expre-
sién para todo t cada que escribamos un problema secuencial.

3En adelante, utilizaremos la abreviacién s.a para significar que un problema de opti-
mizacién estd sujeto a ciertas restricciones.
40bsérvese que en este problema permitimos que la inversién sea, eventualmente, ne-
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B. Programaciéon dinamica

Supongamos que dado kg conseguimos resolver el problema anterior y el
valor méximo de la funcién objetivo lo denotamos v(kg), donde v se llama
la, funcion valor®. Imaginemos ahora el problema del agente representativo
un periodo mas tarde. Dada una cantidad de capital inicial ki, el agente
representativo debe resolver un problema con la misma estructura del an-
terior y su valor maximo debe ser v(k;). Obsérvese que el hecho de ser el
horizonte de optimizacion infinito es fundamental para poder hacer la afir-
macién anterior. De lo contrario, claramente la funcién valor en el periodo
inicial no tendria por qué ser idéntica a la funcién valor el siguiente periodo
(cuando el problema de optimizacién tiene un perfodo menos). En la seccién
E abordaremos este caso. De esta manera, si interpretamos el coeficiente 3
como un factor que trae a valor presente las utilidades futuras del agente,
entonces [Su(ky) es el valor presente de la utilidad mdxima que puede con-
seguir el agente representativo desde el periodo uno en adelante, dado que
en el periodo uno tenia una cantidad inicial de capital k;. Si kg es el capital
inicial en el primer periodo, entonces:

u(f(ko) + (1 — 8)ko — k1) + Bu(k1)

es la utilidad presente dados ky y kg, y el objetivo del agente representativo
es entonces escoger k1. Luego, intuitivamente, su problema se reduce a:

méx {u(f (ko) + (1 = &)ko — k1) + Bu(k1)}
s.aa : 0 < k‘l < f(ko) + (]. - 5)k0
0, equivalentemente,

nﬁ’x{u(co) + Bu((1 = 6)ko + f(ko) — co)}
s.aa : 0<¢o < f(ko)+ (1 —0)ko.

Luego, v debe satisfacer:

vko) = méx{u(co) + Fu((1 = ko + f(ko) — co)}
s.a + 0<cy < flko)+ (1—0)ko

Obsérvese que en la derivacién anterior no hay nada especial con el argumen-
to en los periodos 0 y 1 que no pueda ser usado en los periodos t y t+ 1 para

gativa. Mas adelante consideraremos el caso en que la inversién es siempre no-negativa.
Este tultimo lo llamaremos el caso con inversién irreversible y, como veremos, conlleva
varias dificultades técnicas asociadas a la no-negatividad de la inversién.

5En el préximo capitulo utilizaremos ¥ para la funcién valor y v denotard otra funcién
relacionada. Sin embargo, como veremos, bajo ciertas condiciones que asumiremos a lo
largo del libro, estas dos funciones son iguales.
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cualquier t. Luego, debe ser que para todo periodo t se cumple la ecuacién
funcional:
v(ky) = mcéx {ule) + Po((1 — 0)ke + f(ke) — )} (1.5)

saa o 0<c < f(ke)+(1—0)ks

Asi, si conociéramos la funcién v, entonces la sucesién éptima {¢; }1—o,... que-
daria caracterizada como las soluciones al iltimo problema para cada uno
de los periodos. La formulacién anterior, en términos de una ecuacién fun-
cional, pone en evidencia el caracter recursivo del problema. La ecuacion 1.5
la llamaremos ecuacion de Bellman. Olvidandonos de los subindices, vemos
que si k es el monto de capital en un cierto periodo, la ecuacién de Bellman
la podemos escribir como:

o) = mix {ule) + Bol(1- Bk -+ F(E) - o) (L6)
s.aa + 0<c< f(k)+(1=90)k.

A este problema lo llamamos el Problema Funcional del modelo bésico de
crecimiento asociado al problema secuencial con el que iniciamos esta se-
ccién. Visto de esta forma, el problema se reduce a encontrar una funcién
real v que satisfaga el problema 1.6. Una forma de ver este problema es
la siguiente: sea T una aplicacién del conjunto de funciones continuas y
acotadas sobre R, los ntimeros reales, definida por la siguiente regla. Dada
una funcién g continua y acotada en los niimeros reales definimos T'[g] como
la funcién que evaluada en k satisface,

Tlgl(k) = méx{u(c) + Bg((1 = o)k + f(k) —c)}
saa @ 0<ce< f(k)+(1—=0)k.

M4s adelante veremos que el operador T' estd bien definido (ésta es una apli-
cacion sencilla del teorema del maximo para lo cual el lector puede consultar
el Apéndice del libro). Ahora, el problema 1.6 es equivalente a encontrar un
punto fijo del operador T’; luego, debemos demostrar la existencia del punto
fijo y, en lo posible, dar un método para encontrarlo.® Para esto la idea con-
siste en dar una estructura especial al conjunto de las funciones continuas y
acotadas (una métrica que lo haga un espacio métrico completo”), y probar
que el operador T es una contraccion.®

6Una funcién v es punto fijo de T si T [v] = v.

7Una métrica es una funcién d del espacio X x X en los nimeros reales. La funcién
toma dos elementos de dicho espacio y les asigna un valor real llamado distancia. Toda
métrica debe cumplir tres condiciones: d(z,z) = 0, d(z,y) = d(y,x) > 0 y la desigualdad
del tridngulo: d(z,y) + d(y,z) > d(z,z). Un espacio métrico es aquel al que se le ha
asignado una métrica.

Por otra parte, un espacio métrico completo es aquel en el que toda sucesién de Cauchy
converge (Véase Apéndice).

8Un operador T' :X — R de un espacio métrico (X, d) en los reales R, se dice que es
una contraccidn si existe 8 € (0, 1) tal que: d(T (z),T (y)) < Bd(z,y) para todo z,y € X.
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De esta manera podemos aplicar el teorema del punto fijo para contracciones
y asi obtener tanto la existencia de una funcién v que resuelva el problema
1.6, como un método para encontrarla dado por este mismo teorema.

Sin entrar en mayores detalles por ahora, utilizaremos el teorema del punto
fijo para contracciones (véase Apéndice) para resolver el ejemplo siguiente.
Informalmente, este teorema nos dice que si T' es una contraccién, entonces
existe una unica v, punto fijo de T'; ademas, dado cualquier vy en el dominio
de T se tiene:

lim T"(vg) = v

n—oo
El método de programacion dinamica afirma que, bajo ciertas condiciones,
v (k) es el valor méximo del problema secuencial cuando el capital inicial
es k. Adicionalmente, si h es la funcién del capital k tal que ¢ = h(k) es el
consumo que resuelve el problema de maximizacién:

méx {u(c) + Bo((1 — )k + f(k) — ¢))}
sa @ 0<c< f(k)+(1—-0)k

para todo k, entonces la sucesion {ki, ¢;} definida por ki1 = f(ki) — h(ke) +
(1=0)ky, et = h(kt) y ko dado, es una sucesién que resuelve el problema se-
cuencial con capital inicial kg. La funcién h la llamamos funcidn de politica.
En este problema el capital es lo que llamamos una variable de estado, pues
en cada periodo determina todas las posibilidades futuras de consumo. Por
su parte, el consumo es la variable de control de este problema ya que es la
variable que el agente representativo, dado el capital en un periodo, escoge
de forma 6ptima para ese periodo. El concepto de variable de estado es fun-
damental y lo discutiremos varias veces a lo largo del libro. Por el momento,
una buena forma para identificar las variables de estado de un problema es
mirar aquellas que son dadas para el planteamiento del mismo.

El siguiente caso particular del modelo bésico de crecimiento ilustra las ideas
principales.

Ejemplo 1. (Brock y Mirman [1972]). Sea u(c;) = log(er), f(ke) = kY
donde o € (0,1), § =1y ko es dado. Entonces, el problema de crecimiento
discutido hasta ahora se reduce a:

méxz B log (cy)
e} 120
S.a : kt+1 = k? — Cy¢,
Ct, kt Z 0.
El problema funcional asociado es:
v(k) = max{log(c)+ Buv(k* — )}
sa : 0<ec<Ek®
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Para resolver este problema utilizaremos el método dado por el teorema
del punto fijo para contracciones. Puesto que podemos iniciar el proceso de
iteracion a partir de cualquier funcién, iniciamos con la funcién més sencilla
posible. Sea vy = 0, entonces:

vi(k) = max{log(c)}
s.a : 0<c<Ek~

este problema tiene la solucién de esquina ¢ = k%, luego vy (k) = alog(k).
Para calcular v, resolvemos el problema:

va(k) = miéx{log(c) + Balog(k® —c)}
s.a : 0<c<k”
que lo resuelve ¢ = %, luego
(k) = a(1 + Ba) log(k) + falog (%) ~ log(1 + Ba)
v =« a a — | - ).
2 g g 1+ Ba g
Ahora, de igual forma podemos deducir que:
v3(k) = a(l+ Ba+ B%a2)log(k) + F*alog ba +
3 1+ Ba
2 2 Ba+ 3%a? )
+ 1 _—
(ﬂa ﬂa)0g<1+6a+ﬂ2a2
—log(1 + Ba+ B%a?) — Blog(1 + fa)
n—1 .
luego en general vemos que v, (k) = A, + (a > (ﬁa)l> log(k), donde A,, es
i=0

una constante que debemos determinar. Se sigue que v(k) = A+ ﬁ log(k),
donde A es una constante que podemos encontrar simplemente observando
que v debe satisfacer:

v(k) = méix{log(c)+ fv(k* —¢)}
sa : 0<c<Ek®
Es decir,
A+ —2 log(k) = méx{log(c) + B(A+ ——log(k® — ¢))}
1—5a0g = max{log(c 1_5040g c
sa : 0<ec<Ek”

Con un poco de algebra se puede mostrar que la solucién a este problema
es ¢ = (1= Ba)k y v(k) = 125 (log(1 — Ba) + 12547 log(Ba)) + 12 log (k).
De esta forma tenemos que la dinamica de la variable de estado satisface:
kiy1 = PBaky y la escogencia 6ptima para la variable de control, dada la
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variable de estado, es: ¢; = (1 — Ba)k{. La funcién que expresa la escogencia
o6ptima de las variables de control en términos de las variables de estado se
llama funcion de politica. Por tanto, en este caso, la funcién de politica es
et = (1= Ba)k.

Una vez resuelto el problema de la existencia, el siguiente paso es describir
de la manera mas precisa posible las propiedades de la funcién valor v y de la
sucesion o trayectoria éptima {(k¢, c¢) }+=o,.... Si bien algunas caracteristicas
de la solucién van a depender de la forma particular de las funciones de
produccién y utilidad, otras caracteristicas muy importantes se cumplen de
manera més general como, la unicidad de la solucién 6ptima y la estabilidad
de las trayectorias asociadas a un capital inicial.

Supongamos que el problema secuencial tiene una soluciéon de estado esta-
cionario. Esto es, una solucién en la que si el capital inicial es un cierto
valor, kg = k*, la dindmica éptima de la sucesiéon que resuelve el problema
de optimizacion es tal que todas las variables crecen a una tasa constante.
Por lo general, nos concentramos en el caso en el que esa tasa de crecimiento
es cero.” En este caso, una solucién de estado estacionario es tal que k; = k*
para todo t. El problema de estabilidad consiste en saber si, comenzando con
un valor inicial de capital kg diferente al valor £*, la solucién éptima al pro-
blema secuencial converge con el tiempo a la solucién de estado estacionario.
Es decir, si k; — k* cuando t — oc.

En el ejemplo anterior tenemos que existen dos soluciones de estado esta-
cionario. Una corresponde a k* = 0 y la otra a k* = (ﬂoz)ﬁ. En el primer
caso es facil ver que no se cumple la propiedad de estabilidad, mientras que
en el segundo, como a € (0,1) si se cumple. Posteriormente estudiaremos
esta propiedad para un problema mas general.

Ejemplo 2. (Long y Plosser [1983]) Consideremos el modelo bésico de
crecimiento con oferta laboral. Sea n; € (0,1) la cantidad de trabajo que
ofrece el agente representativo y [; la cantidad de tiempo que dedica al
ocio. Supongamos que l; + ny = 1. Sea u(ey, ;) = vlog(e:) + (1 — ) log(ls);
f(ke,ng) = kfny =, § = 1y ko dado. El problema secuencial es:

méx »_ B(vlog(e:) + (1 —7)log(1 - ny))
t=0

ko l-«a

kiqr = king -

9Cuando existe una solucién de estado estacionario en el que la tasa de crecimiento
no es cero, es facil transformar las variables del problema de tal forma que en las nuevas
variables exista una solucién de estado estacionario en donde la tasa de crecimiento es
cero. En los capitulos posteriores veremos ejemplos de este tipo de transformaciones.
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El problema funcional asociado es:

v(k) = Hclébxh log(c) + (1 —v)log(1 — n) + Bu(k“n'~* —c)} (L.7)
s.a . ’
< e< k"t
0 < n<l1

Aplicando la misma metodologia del ejemplo anterior, suponemos que vy =
0. Es claro que la solucién esta en el extremo para el consumo y es interior
para el empleo. Luego debemos maximizar con respecto a n la funcién:

ylog(k*n'~*) + (1 — ) log(1 — n)
Las condiciones de primer orden implican que:

_2l-q)
1 —va

Reemplazando en la restricciéon obtenemos:

1 —vya

y por tanto, la funcién vy (k) es:

7log (k“ P(l_a)} 1a> + (1 —7)log (1 — M) =

k
o(k) 1—~va 1—~va

= avylog(k) + A4

donde A; es una constante. Teniendo vy (k) podemos calcular vy (k):

vo(k) = méx{ylog(c) + (1 —7)log(l —n) + (1.8)
Baylog(k™n'~ —c) + BA1}
S.a
0 < e<k%l~@
< n<l

Ahora podemos derivar las condiciones de primer orden con respecto a ¢y
n:

y___ By
c konpl-o_—¢
1—x Brya _
_ 1_ « « — .
- + s —c( a)(k*n~%) 0
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Con un poco de dlgebra encontramos:
Y1+ apf)(1l—a)
1 —ay+ fya(l —a)
B[ tap)l-a) |7
1+af [1—ay+ Bya(l —a)

Reemplazando en la ecuacién 1.8 obtenemos:
va(k) = ay(1 4+ af)logk + Ao,

donde A, es una constante. Si continuamos iterando, es posible encontrar
un patrén en las iteraciones:

(k) =ay(1+af+ ...+ a" 13" Hlogk + A,

por tanto, un buen candidato a ser punto fijo es:

ay

logk+ A
3 g

Ahora debemos verificar que efectivamente este candidato es el correcto,
reemplazando en la ecuacién 1.7 y de nuevo escribiendo las condiciones de
primer orden obtenemos:

Yo Bory

c (1 —apf) (kenl—> —¢)
I—y Bay(l — a)k*n—
I-n  (1—ap)(konl—>—c¢)

Simplificando encontramos estos candidatos a las funciones de politica:

B (1 —a)
K ey eopay pE) (1.9)

1 aBe (1 —a) e
c =4 mk(l—aw+ﬁ—vm> (110)

Finalmente, reemplazando en la ecuacién 1.7 obtenemos:
11—«
ay (1 —a)
logk+A = ~log|(1—af k“( )
1—af ( ) L—a(y+8-18)

¥(1 - )
1—ah+ﬂ—7m]+

B <1 flﬁ) log[k“ (1 — a’)’((vl—i—g)_ 7ﬁ))la

o (1 —a) e
‘“‘amk[l—aw+ﬁ—vm] o4

+(1 —)log [1 -
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No es dificil convencerse de que existe una constante A que resuelve es-
ta ecuacion. Las ecuaciones 1.9 y 1.10, efectivamente, son las funciones de
politica que estabamos buscando y describen las trayectorias éptimas del
consumo c¢ y del trabajo n. Obsérvese que el trabajo es independiente del
estado de la economia k. Esto refleja el hecho de que la funcién de utilidad
es logaritmica en el trabajo y, por lo tanto, el efecto ingreso y sustituciéon se
cancelan.

Sustituyendo el consumo y el trabajo 6ptimos en la ecuaciéon de acumulacion
del capital, encontramos la trayectoria éptima del capital:

V(1 —a) e
l—a(y+p8—78)

Luego, la trayectoria éptima de la inversién es:

ki1 =ap

ke

it = kt+1 — (1 — 5)kt = kt+1.

El préximo ejemplo es bastante importante y estudiado en la literatura.
Como ya lo habiamos mencionado antes, para la mayoria de los problemas
de economia dindmica es imposible encontrar explicitamente una férmula
para la funcién de politica y por eso debemos recurrir a métodos compu-
tacionales. Un método bastante importante consiste en reducir el problema
original, mediante una aproximacién, a un problema como el que se discute
a continuacion.

Ejemplo 3. (Control Optimo Lineal). La caracteristica fundamental de este
problema es que la funcién objetivo es cuadrética y la dinamica de la variable
de estado estd dada por una funcién lineal. De acuerdo con estas hipdtesis
mostraremos que el control éptimo es una funcién lineal de las variables de
estado, razén por la cual el problema lleva este nombre. Concretamente, el
problema que queremos resolver es:

oo
sup > (2}Qur + uj Rug + 22, Wuy)
t=0
S.a

Tep1 = Axy+ Bug, x¢ dado,

donde x; es un vector columna n X 1, R es una matriz n x n, @ es m X m,
R y @ son matrices simétricas, definida negativa y semidefinida negativa,
respectivamente;'°'! W es una matriz n x m, A es una matriz n x n y B
es una matriz n X m. Aqui 2’ denota el vector transpuesto de x. Existen

10Recuerde que una matriz A es simétrica si A’ = A. Una matriz simétrica A (m x m)
es semidefinida negativa si ¢’ Az < 0 para todo m-vector = # 0. En el caso de las matrices
definidas negativas la desigualdad anterior es estricta.

11 Obsérvese que restricciones de la forma Ti41 = Aze + Arxi—1+ ...+ Apzi—p + Bug+

Biug—1 + ... + Bqut—q pueden escribirse en la forma que aqui consideramos.

11
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otras hipodtesis adicionales para garantizar que este problema tiene solucién
y que ésta se puede obtener con el método iterativo. Para simplificar las
cosas supondremos que estamos en estos casos. El lector puede consultar
Ljungqvist y Sargent [2004] o Bertsekas y Shreve[1978].

Sea vg = 0, luego v1 () = sup {2'Qx + v'Ru + 22'Wu} . Las condiciones

u
de primer orden son:'? 2u'R +22'W =0 = v = —R"'W'z = vy (z) =
7'(Q — WR™'W')z. Esta primera iteracién nos sugiere que la funcién valor
de este problema es probablemente una forma cuadratica.'® Supongamos
entonces que v; (z) = &' Pjx para una matriz P; simétrica. Entonces:

vit1 (z) = sup {2'Qz + v'Ru + 22'Wu + B(Ax + Bu)' Pj(Az + Bu)}

Las condiciones de primer orden son: 2u’ R+22'W+3B' P; Axz+((2' A'P; B)' +
260u'B'P;B = 0 = u = —(R+ 8B'P;B)"'(3B'P;A + W)z, siempre que
R+ BB’ P;B sea invertible. Sustituyendo en la ecuacién funcional y con algo
de dlgebra llegamos a (dejamos esto como ejercicio):

vip (2) = o'[(Q+BA P A—(BA'P;B+W)(R+5B'P;B) ™ (BB' P;A+ W),
en particular:
Pji1=Q+ BA'P;A— (BAP;B+W)(R+ 3B'P;B)""(BB'P;jA+W').

La anterior ecuacién se denomina ecuacion de Riccati. Iterando esta ecuacion
llegamos a una matriz P que caracteriza la funcién valor del problema y la
funcién de politica:

u; = —(R+ BB'PB) " (BB'PA+ W)z,

Como puede observarse de esta ecuacion, el control 6ptimo es una funcién
lineal de las variables de estado.

C. Meétodo de Lagrange

Un método mucho mas antiguo que el de la programaciéon dindmica y que
se utilizaba bastante para resolver problemas con una estructura similar al
problema secuencial que hemos estado estudiando es el conocido como ecua-
ciones de Fuler o, més generalmente, el método de Lagrange (éste, a su vez,

12Para encontrar las condiciones de primer orden hemos utilizado las siguientes reglas

para la diferenciacién de matrices (véase Lutkepohl: “Introduction to Multiple Time Series

Analysis”.): sean y , ¢ dos vectores de dimensién m y A una matriz m X m, entonces
Yy Y y

By'z _ Bz'y . oz’ Az __ /
811; T Oz __y.y Oz =a'(A+A) .
3Si A es simétrica (m X m) y x es un m-vector, la funcién z’ Az es llamada una forma

cuadrdtica en x.
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es un caso particular de la teorfa de control 6ptimo).'* Una vez mas utiliza-
remos el modelo bésico de crecimiento para ilustrar las ideas principales de
este método. Obsérvese que el problema de optimizacién en el modelo bésico
de crecimiento se puede escribir en forma equivalente como:

max ,Btu (f(kt) - kt+1 + (1 — §)kt)
{ke} t=0
s.a
0 < kg1 < flhke)+ (1 —0)k
ko dado.

Para simplificar un poco la notacién introduciremos las siguientes definicio-
nes. Sea
(ke ki) = w (f(ke) = ker + (1 = 6)ky)

T(k)={k€R:0<k<f(k)+(1—08)k}

entonces el problema del modelo basico de crecimiento es equivalente a:

méx Y B'r(ke, kri1)
ke 435

s.a
kiv1 € T(ky)
ko dado.

Ahora, supongamos que {k; } es una sucesién que resuelve el problema. Intui-
tivamente, el valor 6ptimo kj,; debe ser solucién al problema (véase figura
1):

D {r(k? kin) + Br(kee, ko) §

Es decir, si la solucién es interior, es necesario que la sucesién satisfaga lo
que se conoce como ecuaciones de Fuler:

827' (k:ﬂ ;—1) + 6817” ( :_;'_1, 2(4_2) = 0, t= O,

14Las ecuaciones de Euler, como su nombre lo indica, se deben al matemético suizo
Leonhard Euler (1707-1783). Euler ha sido uno de los cientificos més prolificos e impor-
tantes de la historia. Su trabajo en esta drea lo hizo en un contexto continuo, dando
inicio a lo que se conoce como el cédlculo de variaciones. La teoria del control éptimo fue
desarrollada principalmente por matematicos rusos en la primera mitad del siglo pasado,
en especial por Pontryagin y sus colaboradores. Las principales ideas de la programa-
cién dindmica, también conocida como induccién hacia atrds, aparecen en los trabajos de
muchos autores; sin embargo, es el matemético norteamericano Richard Bellman quien
reconocié la estructura similar de muchos problemas secuenciales e introdujo formalmente
el método en una monografia publicada en el afio 1957 (Bellman [1957]). Para mas deta-
lles histéricos y una discusién licida sobre el método de programacién dindmica el lector
puede consultar Rust (2006).

13
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donde 017 y Oor denotan respectivamente las derivadas parciales con res-
pecto al primer y segundo argumento. Las ecuaciones de Euler son un siste-
ma de ecuaciones en diferencias finitas de segundo orden. Ahora, obsérvese
que s6lo tenemos una condicion inicial kg, luego debe faltar algo mas para
caracterizar completamente la solucién; de lo contrario, existirian infinitas
soluciones, una para cada k1. La condicién que estd faltando es la condicion
de transversalidad:

tlirgoﬁtalr (ki kjpq) ki <0 (L.11)

En los proximos capitulos discutiremos una interpretacién de esta condicién.
Intuitivamente quiere decir que, a lo largo de la trayectoria 6ptima, el valor
presente de la utilidad marginal de una unidad adicional de capital en el
infinito no debe ser positiva.

Una interpretacion geométrica elemental de las ecuaciones de Euler se ilus-
tra en la figura 1. La linea sélida representa la dindmica éptima y la linea
punteada corresponde a la dindmica optima excepto en el periodo T + 1.
En este periodo, la trayectoria es una ligera perturbacién de la trayectoria
optima. Ahora, intuitivamente, si maximizamos la utilidad del agente entre
todas las trayectorias perturbadas (en el perfodo T+ 1), el mdximo debe ser
igual al maximo del problema original. Esto es:

> Br(ky ki) =
t=0

méx Y B'r(ke, kei1)
t=0

ki1 —
s.a :
kT+1 € F(/ﬂT)
ke = k:v t7éT+1;

ko dado,

y éste es, evidentemente, un problema de optimizacién estandar de una tinica
variable y equivalente a:

ktﬁrg%}((k:) {r(kf k1) + Brkepr, kia) }

Ejemplo 4. (Brock y Mirman [1972] una vez mds). Aplicando las ecuaciones
de Euler al ejemplo de Brock y Mirman obtenemos:

1 akrort
et =0 (1.12)
kt - kt+1 t+1 kt+2

Es facil obtener la solucién de estado estacionario a partir de esta ecuacion
en diferencias finitas. Sin embargo, no es obvio cémo utilizar la condicién
de transversalidad, ecuacién 1.11, para resolver esta ecuacién por fuera del
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PHI

1+lamda p—

1-delta

N

Figura 1: Deduccién de las ecuaciones de Euler.

estado estacionario. De hecho, méas adelante dedicaremos un buen tiempo a
explotar la condicion de transversalidad. Por el momento, basta con observar
que la anterior ecuacién se puede reducir a una ecuacién de primer orden.

kt+1
ke

Sea xy = entonces el sistema es equivalente a:

]__
(%H)xt:aﬁ
1—1‘75

y la condicion de transversalidad se puede reescribir como:

[0
lim 3t =0
tiTgoﬂ 1—

Ahora basta con observar que una solucién particular de estas dos ecuaciones
es 2y = aff, es decir, kiy1 = afBkf que genera una dindmica que satisface
simultaneamente las ecuaciones de Euler y la condiciéon de transversalidad.
Esta es, por supuesto, la misma solucién que encontramos utilizando el méto-
do de programacién dindmica.

D. Consistencia dinamica de los planes
optimos

El lector escéptico se habra preguntado si no es importante para el anali-

sis presentado anteriormente que el problema de optimizacion se resuelva

en el periodo incial y no en periodos posteriores. La duda puede surgir de
que, en la practica, a medida que pasa el tiempo el agente representativo

15
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podria reoptimizar escogiendo una nueva dindmica éptima que, en principio,
no coincide con lo planeado en periodos anteriores. Siendo mas precisos, la
pregunta importante es la siguiente: supongamos que en cada periodo t, el
agente representativo resuelve el siguiente problema:

(oo}
méxZﬂsu(cg)
s=0
sujeto a:
kepr = (1—=0)ky +1g,
cotis = f(kD),
co.ky =0,
s = 0) )
kb dado,

donde ¢! denota el plan de consumo que en el periodo ¢ se escogié para s
periodos mas adelante y asi para todas las variables. La pregunta interesante
es si existe alguna consistencia dindmica entre las escogencias que se hacen
en cada periodo. Por ejemplo, jes lo que en el periodo inicial t = 0 se escoge
como consumo 6ptimo para el periodo t = 2 igual a lo que en el periodot = 1
se escoge como consumo 6ptimo para el periodo siguiente? Formalmente la
pregunta es la siguiente: para cada perfodo t, sea {(k%, c%)}s—0, .. la dindmica
optima que resuelve el problema secuencial en el periodo ¢ > 1 cuando el
capital inicial es kf = ki_l. Esto es, el capital inicial en ¢ es el capital 6ptimo
que en t — 1 se escogié para el periodo t.

El resultado importante que queremos resaltar es que, debido a la forma
particular de las preferencias del agente representativo sobre las sucesiones
de consumo futuras, se cumple la siguiente relacién, llamada la consistencia
dindmica de los planes 6ptimos. Para cada periodo t, si {(k!, Ci)}s:o,... deno-
ta la dindmica éptima que resuelve el problema secuencial en cada periodo;
entonces, para todo t y s > 1, (kf,cl) = ( e, cgfll) . El resultado se sigue
inmediatamente de la ecuacion de Bellman una vez reconocemos que dada
la recursividad del problema, la funcién valor y la funciéon de politica no

dependen del periodo del tiempo en el que se hace la optimizacién.

Para reforzar ain mas la idea y aclarar las razones por las cuales las dindmi-
cas Optimas son consistentes dindmicamente, consideremos el problema se-
cuencial desde el punto de vista del método de Lagrange. El problema de
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optimizacion cada periodo t se puede plantear como:

o0
méx » B°r(ki k!
i S )

s.a
K. e T(K)
kb dado.

Si la solucién es interior, entonces la sucesion'® {kL} ,_, que resuelve el
problema debe satisfacer las ecuaciones de Euler:

Oor (KL, KL, y) + Bowr (K y, kL, ,) =0, t,s=0,...

Ahora, obsérvese que la estructura de las ecuaciones de Euler es idéntica en
cada periodo y el problema a resolver sélo difiere en el valor inicial de capital.
Luego, si k§ = ki, es facil ver que las ecuaciones de Euler caracterizan las
mismas sucesiones de capital en cada periodo.

Finalmente, es importante entender qué es lo que hace que resolver el pro-
blema en el periodo inicial sea practicamente equivalente a resolverlo en
periodos posteriores. En los ejercicos se puede encontrar un ejemplo impor-
tante en la literatura econémica, en donde la dindmica éptima es inconsis-
tente temporalmente. Intuitivamente, la condicion necesaria para la consis-
tencia temporal radica en la recursividad del problema. Si el problema en el
periodo t es idéntico al problema en el periodo t 4+ 1, excepto por el valor
inicial en cada periodo de las variables de estado, entonces se debe cumplir
la propiedad de consistenca dindmica de los planes éptimos. Formalmente,
la caracteristica que hace que la solucién al problema secuencial sea dinami-
camente consistente es que la tasa marginal de sustitucion intertemporal del
consumo sea constante.'®

Cuando estudiemos economias dindmicas en presencia de incertidumbre en-
contraremos mas elementos que hacen de la propiedad de consitencia dinami-
ca una caracteristica fuerte de este tipo de problemas de optimizacion.

E. Programacion dinamica y el método de
Lagrange en horizonte finito

Si bien a lo largo de este libro nos vamos a enfocar en problemas de opti-
mizacién dindmica con horizonte infinito, el caso con horizonte finito sirve

15Donde por simplicidad en la notacién hemos abolido el uso del sufijo * en la dindmica
Sptima.

16De forma més general, la propiedad de consistencia temporal estd asociada a la re-
cursividad de la funcién de utilidad sobre las sucesiones de consumo. Véase Koopmans
[1960].
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para aclarar algunas de las ideas que hemos introducido. Los problemas en
horizonte infinito surgen en una gran cantidad de modelos econémicos y el
estudio de cdmo resolverlos es por si mismo bastante importante. Sin embar-
go, aqui y en los siguientes capitulos haremos una incursién marginal a este
tipo de problemas con el fin de entender mejor el caso de horizonte infinito.
A manera de introduccién, consideremos de nuevo el modelo béasico de creci-
miento, pero supongamos que por alguna razon el agente representativo de
esta economia no deriva ninguna utilidad por consumir mas alla del periodo
T > 0. Entonces, el agente representativo en esta economia se enfrenta al
siguiente problema: encontrar una sucesiéon de consumo e inversién hasta el
periodo T y de capital hasta el periodo T + 1, donde el capital inicial es
dado, de modo que resuelva el siguiente problema:

T
méxz Bru(c)

t=0

s.a:

kivi = (1=90)ks + iy,
at+ie = f(ky),
e, ke > 0,
t = 0,.T

Para resolver este problema utilizando programacién dindmica vamos a se-
guir la misma linea de argumentaciéon que en el caso de horizonte infinito.
Una mirada rapida al argumento llama la atencién sobre el hecho de que
en cada periodo el problema que resuelve el agente representativo ya no es
sélo diferente por el monto de capital que posee en ese periodo, sino también
por el hecho de estar cada vez més cerca del dltimo periodo. Esto sugiere
que en cada periodo la funcién valor debe ser distinta. Supongamos entonces
que existen T + 1 funciones, vy, v1,...vr definidas sobre el monto de capital
al comienzo de cada periodo que representan lo siguiente. Por conveniencia,
introducimos la funcién vr4q y la definimos como idvry; = 0. Ahora, con
respecto a la interpretacion, si en el periodo t el monto de capital inicial es
k, vi(k) representa la utilidad maxima en valor presente que puede alcanzar
el agente representativo desde el perfodo ¢ hasta el perfodo T. Esto es, vi(k)
satisface:

T
vi(k) = méx Y 5 "u(er)
s=t

sujeto a:
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ksy1 = (1—=0)ks +1is,
cotis = f(ks),
cs, ks > 0,
s = t,..T

Luego, un buen candidato a ser la ecuacién funcional que deben satisfacer
las funciones anteriores es para todo t = 0,1,...,T"

w(k) = mix {u()+Bona (L= Ok +F() =)} (L13)
sa : 0<e<f(k)+(1-0d)k

Obsérvese que, gracias a la introduccién de la funcién vy = 0, la ecuacion
anterior tiene sentido aun para el periodo ¢ = T. Por lo menos dos carac-
teristicas son bien importantes de resaltar de la anterior formulacién que se
contraponen al caso de horizonte infinito.

Por un lado, la forma de resolver la ecuacién de Bellman es bastante mas
directa que en el caso de horizonte finito. El método para resolver la ecuacion
de Bellman es llamado induccion hacia atrds. Esto es, dado que vpy; =
0 entonces es fécil en principio determinar vy resolviendo la ecuacién de
Bellman correspondiente. Ahora, bajo el supuesto que hemos encontrado
v, usamos la ecuacién de Bellman una vez més y podriamos en principio
determinar vy_; y asi sucesivamente. Este método, si bien puede ser poco
practico cuando el horizonte es muy largo, ciertamente permite en principio
encontrar la funcién valor del problema en cada periodo.

De otra parte, si nos preguntamos por la dindmica éptima que resuelve el
problema, nos vemos forzados a definir T 4+ 1 funciones de politica, una
para cada periodo. Esto es, definimos la funcién de politica h; como aquella
funcién que resuelve el problema de optimizacién de la ecuacién de Bellman
en el periodo t. Luego, si en el periodo t el capital es k, el consumo éptimo
¢ en ese periodo es, ¢ = hy(k). El punto importante es que la funcién de
politica depende ahora del periodo en el cual se esta optimizando.

F. Ejercicios y soluciones

F.1. Ejercicios

Ejercicio 1. Supongamos que estamos interesados en la solucién de estado
estacionario del ejemplo 1. Sea r la tasa de interés real de la economia y
suponiendo que el factor de descuento 3 es igual a ﬁ, probar que el nivel
de consumo en el estado estacionario es una funcién decreciente de la tasa
de interés.
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Ejercicio 2. Mostrar formalmente que en el ejemplo de Brock y Mirman:

1. Se cumple la propiedad de estabilidad para k* > 0 pero no para k* = 0.

2. Si el capital inicial estd por debajo del capital de estado estacionario,
la tasa de crecimiento del capital es una funcién decreciente del nivel
de capital. Esto es una ilustracién de la hipétesis de convergencia en
la teoria del crecimiento.

3. Supongamos que f(k;) = Ak donde A es una constante. Mostrar que
la dindmica éptima del capital es k;y1 = oAk y la funcién de politi-
caes ¢; = (1 — Pa)AkY. Utilizando dos valores diferentes de A ilustrar
la hipétesis de convergencia condicional. Esto es, controlando por di-
ferentes parametros fundamentales (A diferentes, pardmetro conocido
como productividad total de los factores), mostrar que los paises que
estan relativamente mas lejos de su estado estacionario y por deba-
jo del mismo, crecen mas rapido que los que estan relativamente mas
cerca.

Ejercicio 3. Encontrar las soluciones de estado estacionario para el modelo
de Long y Plosser, y estudiar la propiedad de estabilidad de estas soluciones.

Ejercicio 4. El problema de comerse un pastel (tomado de Stockey — Lucas
[1989]). Supongamos que tenemos una cantidad xg de pastel. Cada periodo
cortamos un poco y nos lo comemos. La utilidad instantdnea de comerse un
pedazo es igual al logaritmo del tamano del pedazo.

1. Escribir el problema secuencial.

2. Escribir el problema como un problema de programacion dinamica.

3. Encontrar la funcién valor y la funcién de politica (sugerencia: la fun-
ci6én valor es logaritmica).

Ejercicio 5. Completar el dlgebra del ejemplo de control éptimo lineal.

Ejercicio 6. Consistencia dindmica de los planes 6ptimos. En este ejercicio
damos dos ejemplos importantes que se encuentran en la literatura econémi-
ca, para los cuales la propiedad de consistencia temporal no se cumple.

1. Descuento hipérbolico. Consideremos una modificacién del modelo basi-
co de crecimiento en el que el factor de descuento no es el mismo entre
dos periodos. Concretamente, supongamos que la utilidad del agente
representativo es de la forma

u(co) + 0 Z 6tu(ct)

t=1
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Obsérvese que el factor de descuento entre el primero y el segundo
periodo es §3, mientras que entre dos periodos consecutivos posteriores
es 3. Mostrar que no se cumple la propiedad de consistencia temporal.

2. Utilidad no separable aditivamente. Consideremos una modificacién
del modelo bésico de crecimiento en el que la utilidad instdntanea
depende del consumo presente y el de un periodo més adelante. Es-
pecificamente, supongamos que la funcién de utilidad del agente repre-
sentativo es de la forma

max Z B (In(cy) + In(cry1))

t=0

Utilizando las ecuaciones de Euler, argumentar que no se cumple la
propiedad de consistencia dindmica.

F.2. Soluciones

Solucién 1. (Ejercicio 1) Para mostrar que el consumo en estado estacio-
nario es una funcién decreciente de la tasa de interés, utilizaremos la regla

de la cadena:
dc*  0c* 0

ar 98 ar
Del ejemplo 1 sabemos que: k* = (ﬂoz)ﬁ = c* = (1 - fa) (ﬁa)ﬁ. Deri-
vando ¢* con respecto a (3 obtenemos:

Oc" _ s t= (1-Ba)’ +a?B(1- )
a5~ ) ( 700 >>0

Derivando 3 con respecto a r obtenemos:

9% _ _

1 —2
o 1+r) " <0

De estas dos ecuaciones se desprende que el nivel de consumo del estado
estacionario es una funcién decreciente de la tasa de interés.

Solucién 2. (Ejercicio 4) Llamemos z; la cantidad de pastel que queda en
el periodo t. El pedazo de pastel que nos comemos puede definirse como la
diferencia entre el pastel que tenemos en t y el que queda en ¢t + 1. Asi, el
problema puede ser formulado de la siguiente forma:

max Z ﬁt ln(wt — .’Et+1)

{z¢} t—0
0 < x4 <y

zo dado.
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Para usar una notacién similar a la del capitulo, podemos replantear el pro-
blema secuencial de la siguiente manera:

max In(c
i Zﬁ 1)

0 < CtSl"tyIt-H:iI?t—Ct
Donde ¢; es la cantidad de pastel que nos comemos en t.
El problema funcional es:
v(zy) = H}:zix{ln(ct) +Pv(xs — )}
t
0 < ¢ <y

Utilizando la sugerencia para resolver el problema (o alternativamente hacer
algunas iteraciones para convencerse de que ésta es un buen candidato),
suponemos que la funcién valor es de la forma:

v(zy) = Aln(xt) + B,

donde A y B constantes. Las condiciones de primer orden del problema
funcional implican:
Ap

Tip1 = ml‘t

Sustituyendo en la ecuacién funcional:

Aln(z) + B = v(x) = In(z¢) + In ( 1+ﬁ

Jrﬁ[Aln b4

+ BA

y utilizando el método de coeficientes indeterminados, podemos verificar que
A y B son constantes. En efecto:

) + Aln(z,) + B]

e
BA
B ln(l 1+ﬂA>+ﬂ[Aln<1+ﬂA>+B]
w9, fwE
=5 " a-py

Luego:
T = By

Solucién 3. (Ejercicio 5)Tenemos:

vj41 () = sup {2'Qz + v Ru + 22'Wu + 8 (Az + Bu)' Pj (Az + Bu)}
u
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y las condiciones de primer orden implican que:
uw=—(R+BB'P;B)" (BB P;A+W')x
Reemplazando tenemos:
vis1 (@) = #'Qu+ (= (R+ BB'PB) ™ (3B'F;A+ W) x)
% R (— (R+ BB'P;B)™ (3BB'P;A+W') x)
+ 22/ W (— (R+ BB'P;B) " (BB'P;A+ W) m)
+6 (A + B (= (R+BBPB) (BB PA+W) m))
x Py (Az+ B (= (R+BB'P;B) " (BB'PA+W')a))
Simplificando obtenemos:
vjt1 (x) = 2’ Qu+
(:g' (BB PA+ W'Y (R+ ﬂB/PjB)l)/)
¥ R ((R +BB'P;B) " (BB'P;A+ W) x)
+20'W (= (R+ BB'P;B) " (BB'PA+ W)z
+8 (x’A' + <:r (BB'P;A+W') (— (R+ ﬂB’PjB)l)/> B’)
x P, (Av+ B (= (R+BB'P,B) " (3B'PA+W)x))
lo cual implica que:

vi1 (2) =a' [Q+ BA'PA— (BA'P;B+W) (R+ BB'PB)”' (3B'PA+ W) x.
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IT

PROGRAMACION DINAMICA:
EL CASO DETERMINISTICO

El objetivo de este capitulo es formalizar los métodos presentados en el
capitulo anterior. Teniendo en mente la diversidad de modelos de optimi-
zacién dinamica que pueden abordarse con estos métodos, consideraremos
un problema general que incluye algunos de los modelos mas importantes
que se encuentran en la literatura econémica. Por ejemplo, los modelos de
crecimiento y los modelos de ciclos reales son casos particulares del modelo
general que vamos a estudiar.!

A. Problemas secuenciales y funcionales
formalmente

El problema tipico que queremos resolver, o problema secuencial (PS), tiene
la forma:

SUPZﬁtT(l“n ut)

{ue}i=o
s.a
Tyvy1r = g (l'taut) ,
ug € T(ay),t=0, 1,2,...
rg € X dado,

donde sup significa el supremo de un conjunto,? 3 € [0,00), x; € R,
up € R™, X C R™, ry g son funciones de X x R™ en R y X, respecti-
vamente, y I es una correspondencia de X en R". La funcién r la llamamos
funcién de retorno (instantdneo) y por lo general serd la utilidad instantdnea
del agente representativo. Las variables x; se llaman variables de estado, que

IEste capitulo estd basado en el capitulo 4 de Stokey-Lucas [1989].

2Véase el Apéndice para la definicién precisa de supremo. Sin embargo, para el lector
mas préactico, basta con pensar que bajo las hipdtesis que haremos en todos los problemas
que enfrentaremos en este libro, el supremo es el maximo.
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tipicamente son el monto de capital o la cantidad de activos que tiene el
agente representativo en el periodo t. Las variables de estado caracterizan
las posibilidades de eleccién presentes y futuras del agente optimizador. La
funcién g describe la evolucion de las variables de estado dada una escogen-
cia de las variables u; que llamamos wvariables de control. Las variables de
control son las que el agente optimizador busca escoger en forma éptima,
teniendo en cuenta que éstas determinan los estados futuros. Finalmente, la
correspondencia I' describe las posibilidades de escogencia de las variables
de control que tiene el agente cuando la economia se encuentra en un estado
x;. Una nota adicional sobre el planteamiento del problema puede ayudar a
esclarecer las ideas. Las variables x; caracterizan el estado de la economia,
es decir, el ambiente econémico frente al cual un agente debe tomar una
decisiéon. Como ya habiamos senalado, x; puede ser el monto de capital que
existe en la economia (como en el modelo béasico de crecimiento), lo cual
determina las posibilidades de produccién de las firmas y, consecuentemen-
te, el nivel de consumo o inversién. A su vez, la inversion y el consumo son
las variables de control que los agentes pueden escoger. Esto se captura a
través de la restriccién uy € I'(z). De esta forma, dado xg (el estado inicial
de la economia) el agente observa las posibilidades que tiene para escoger el
control inicial ug sabiendo que éste le determinaré el estado de la economia
(x1 = g (x0,up)) y las posibilidades de escogencia del control un periodo més
tarde (u; € T'(x1)), vy asf sucesivamente. Segin estas restricciones, el agente
debe procurar escoger los controles con el fin de maximizar el valor presente
de los retornos futuros.

Obsérvese que el ejemplo de Brock y Mirman del capitulo anterior es un
caso particular de este tipo de problemas. En este caso xz; = ki, uy = ¢4,
r(c) =log(cr), glke,c) = ki —cp, T(ky) ={ci : 0 < ey <K'}y X = Ryy.
De igual forma, es facil ver que el modelo bésico de crecimiento considerado
en el capitulo anterior, también es un caso particular del problema secuencial
que estamos estudiando en esta parte.3

A todo problema secuencial, como el de arriba, le asociamos un problema
funcional (PF):

vw) = sup{r(z,u) + Fu(g(w, u))}

s.a : uel(x).

La funcién A que nos da el valor de u que resuelve el problema anterior para

3El problema secuencial es simbélicamente mas general que lo que a primera vista
parece. Por ejemplo, supongamos que la dindmica de la variable de estado puede escribirse
de la forma:

T4l = G (Tt Te—1s e, Ttp, Uty Ut —1, -o, Ut—q)

donde p y g son nimeros naturales positivos y xo,Z_1,...,T—p,Ut—1, ..., Ut—q son dados.
Es fécil ver que, mediante la introduccién de nuevas variables de estado y control, la
dindmica anterior puede transformarse en un problema simbdlicamente equivalente al
problema secuencial de este capitulo.
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cada z, es la llamada funcion de politica.* Es decir, la funcién de politica es
tal que para todo =z € X:

v(z) = r(z, h(z)) + fo(g(z, h(z)))}

Nuestro objetivo es ahora encontrar las condiciones bajo las cuales se cum-
ple el principio de optimalidad de Bellman: si v es la funcién que resuelve
el problema funcional, entonces, bajo ciertas condiciones, v(xg) es el valor
méximo que puede alcanzar el problema secuencial; y si {(x},u})} es tal
que: v(zy) = r(zf,uy) + po(g(a;,uy)) parat =0,1,2, ..., donde uy € I'(x}),
i =g (x},uy), x5 = xo entonces, {(x},u;)} resuelve el problema secuen-
cial. Mas adn, probaremos un converso para cada una de las afirmaciones
anteriores.

Comencemos por hacer algunas hipdtesis basicas para que el problema se-
cuencial tenga sentido.

Definicién 1. Una sucesidn de estados y controles {(z¢, ut) bi=0,1...,, en X X
R™ es una dindmica factible desde xo para el problema secuencial, si us €
D(x:) y vee1 = g(xe,ug) para t = 0,1,2,...,. En este caso decimos que la
sucesion de controles {us} es un plan factible desde xq. El conjunto de todas
las dindmicas factibles desde xo lo denotamos por Il(xg). Frecuentemente
y abusando un poco del lenguaje, diremos que {i}i=o,... €s una dindmica
factible desde xq.

Las siguientes hipotesis, aunque no las més generales, seran suficientes para
desarrollar las ideas principales.

Hipétesis 1. I'(z) es diferente de vacio para todo x € X (i.e., I'(z) # ¢
para todo x).

(oo}

Hipétesis 2. Para todo xog € X, eviste M,, € R tal que . f'r(xs,us) <
t=0

My, para toda dindmica factible {(zy, ;) }i=0,1... desde xo.

Esta hipdtesis asume, implicitamente, que para toda dindmica factible desde
zo la suma infinita existe y es finita. La forma mdas comun para garantizar
la hipétesis anterior es utilizando lo que en la literatura se conoce como
condiciéon de mo-ponzi. En la literatura econémica la condicién de no-ponzi
toma formas distintas segtin el modelo en consideracién. En todos los casos
la idea es siempre restringir el conjunto de las dindmicas factibles, de tal
forma que el retorno esté acotado. Tipicamente esta condicién toma la forma
de una restriccion al endeudamiento de los agentes y es, por lo tanto, una
restriccién del problema que el agente optimizador lleva en consideracién.®

4En ocasiones, la solucién al problema de optimizacién no es tinica y debemos hablar
de la correspondencia de politica. Véase el Apéndice para la defincién de correspondencia.

5La condicién de no-ponzi no debe ser confundida con la condicién de transversalidad.
En los ejercicios explicamos las diferencias.
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De otra parte obsérvese que en las condiciones anteriores permitimos que,
para ciertas dindamicas factibles, la suma sea —oo. Sin embargo, necesitamos
una hipdtesis en la que, por lo menos para ciertas dindmicas factibles, la suma
esté acotada inferiormente. Este es el contenido de la siguientes hipétesis.

Hipdtesis 3. Para todo xg € X, existe una dindmica factible {(x¢, ur) br=0.1,...
desde xo y un my, € R tal, que la sucesion de sumas parciales {Sp},_o 1,

n
S, = Z,Btr(xt,ut) satisface my, < S, para todo n.°
t=0

Las hipdtesis 1, 2 y 3 tienen como tunico fin garantizar la existencia de un
valor finito para el supremo del problema secuencial. Ahora, es claro que si
r es acotada y 3 € [0, 1), entonces las condiciones 2 y 3 se cumplen. En los
ejercicios se dan otras condiciones bajo las cuales la hipétesis 2 se cumple.

Segun las condiciones anteriores podemos definir la funciéon v : X — R, don-
o0

de v(zg) = sup S B (@, uy). Es decir, 9(xg) es el valor supremo
{(@¢,us) }E€l(20)t=0

del (PS). Llamamos a la funcién v la funcién valor del problema. La primera

relacién importante entre el (PS) y el (PF) nos la da la siguiente proposicién.

Proposiciéon 1. Bajo las hipdtesis 1, 2 y 3, v resuelve el PF.

Demostracion. Sea € > 0, ug € I'(xg) y 1 = g(xo,uo). Como v(x1) es el
valor supremo del (PS) con valor inicial x, entonces existe una dindmica

factible desde z1, {(x1,u1), (x2,u2),...} tal que, Zﬁtflr(xt,ut) > v(xy) —
t=1

e. Ahora {(xg,u0), (x1,u1),...} € [(xp), luego v(xo) > . B'r(we,us) >
i=0

r(zo,u0) + B v(x1) — Be = r(x0, uo0) + B 0(g(x0,up)) — Pe. -

Como esto es verdad para todo € > 0 y wug es cualquier elemento I'(xg);
entonces tenemos que v(xg) > r(zg,up) + B 0(g(xo,up)) para todo ug €
I'(x0), es decir, ¥(zg) > sup {r(zo,uo) + B v(g9(x0,up))}. Olviddndonos
uo€lN(zo)
de los subindices tenemos v(x) > sup {r(z,u)+ [ v(g(z,u))}. Ahora, para
uw€l(z)
probar la desigualdad contraria, argumentamos de la misma forma: sea e > 0,
entonces por la definicién de supremo, existe una dindmica factible desde xy,

{(z0,u0), (z1,u1), ...} tal que v(zg) < iozoﬂtr(mt, ug)te < r(xo, ug)+00(x1)+
=

. De nuevo, como ¢ es arbitrario, tenemos U(zo) < r(xo,u0) + 0(x1), luego

U(xg) < sup {r(zo,up) + B V(g(xo,uo))}. Nuevamente, olviddndonos de
uo €l (z0)

los subindices, obtenemos la desigualdad que nos faltaba. O

SHacer este supuesto utilizando todas las dindmicas factibles es mds restrictivo y no se
cumpliria para la funcién de utilidad logaritmica ni para la funcién de utilidad CES con
parametro o < 1.
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La siguiente proposicién nos da un converso parcial de la anterior y las
condiciones bajo las cuales se cumple una de las afirmaciones del principio
de optimalidad.

Proposicién 2. Segin las hipdtesis 1, 2y 3, si v resuelve el PF y ademds
tlim B'v () = 0 para todo o € X y dindmica factible {x;} desde xo (con-
—00

dicién de transversalidad fuerte), entonces v = v. Es decir, v resuelve el
PS."

Demostracion. Vamos a probar dos cosas. Primero probaremos que para
toda dindmica factible desde g, v (z¢) > iﬁtr(xt, uy), y segundo que para
todo € > 0, existe una dindmica factible Ea)t,ut)}t 0.1,.desde zo, de modo
que v (z9) < Zﬁ r(z¢,us) + €. Estas dos afirmaciones implican que v es la

funcién valor del problema. Para demostrar la primera, como v es solucién
del (PF) entonces para toda dindmica factible {(z4, u;)} € (o) tenemos:

v(zo) > r(xo,u0)+ Pv(z1)
> r(xo,u )+ﬂr(:€1,u1)+ﬂ v(zg) > .
k
> Zﬂtr Ty, Up) +ﬁk+ (Tht1) -

t=0

oo

Usando la hipétesis 2 y haciendo k& — oo obtenemos v (zo) > 3 8'r(xy, uy).
t=0

Para demostrar la segunda afirmacion, sea € > 0 arbitrario y {dy, }n=o,... una

o0
sucesién de nimeros reales positivos tal que > d; (' < e. Como v resuelve el
=0
(PF), entonces existe ug, de modo que v(zg) < r(xq, ug)+ LBv(g(zo, uo)) + do-
Sea z1 = g(zg, up) y por la misma razén que arriba, existe u; € I'(x1) tal
que: v(z1) < r(xy,ur)+ Bv(xe) +071. Luego, v(xg) < r(zo, uo) + Or(z1,ur) +
B%v(x3) 4+ 0o + B61. Continuando de esta manera podemos encontrar una

dindmica factible {(z¢,u¢)} € Tl(zo) que satisfaga: v(wg) < 3. B'r (2, ur) +
i=0

Zétﬂt +tm Bt (zy) < Zﬁtr(:rt,ut) +e. O
t=0 —> t=0

Esta proposicion muestra que el problema funcional tiene una solucién tinica
que satisface la condicién de transversalidad.® © Intuitivamente, si se tiene

"notacién th’m Btv(z:) < 0 significa el lfmite superior de la sucesién
— 00

{8 (xt)}tzo 1 .- Ver Apéndice.
no se cumple, véase Stockey-Lucas[1989], ejercicio 4.3.

9En la literatura de optimizacién dindmica el término condicién de transversalidad
generalmente se refiere a una condicién necesaria (o suficiente) que se debe cumplir en
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t@oﬂtv (x¢) > 0, entonces a lo largo de la dindmica factible {z;}1=0,1..., se
estan subutilizando los recursos. Esta interpretacion sugiere que la condicién
de transversalidad es muy fuerte y por lo tanto no debe ser una condicién
necesaria (Véase ejercicio 13). En efecto, esta condicién es necesaria a lo
largo de una dindmica que resuelve el PS pero no a lo largo de todas las
dindmica factibles.

Nuestro objetivo ahora es caracterizar los planes dptimos. Es decir, aquellos
planes factibles (si es que alguno existe) que permiten alcanzar el supremo del
PS. Obsérvese que un plan factible determina univocamente una dinamica
factible.

Proposicion 3. Supongamos que se cumplen las hipdtesis 1, 2 y 3. Sea
{(z},uf)} una dindmica factible desde x{ que permite alcanzar el supremo
del PS, entonces:

o(z;) =r(zy,up) + B0 (zf,) ,t =0,1,2, ... (IL.1)

Obsérvese que en esta proposicién podemos cambiar v por v.

Demostracion. Como (x},u;) alcanza el supremo del (PS) entonces:

o oo
> Bir(afug) = r(agug) + 6y Br(ai,ui) (IL.2)
=0 =0
= (g, up) +5Z/6t7’(xt+1,’ut+1)
=0

oo
para toda dindmica {(z},u1), (z2,u2), ...} € IL(z}), asi 3 B'r(z} q, ufy) >
=0

S B (w441, us41), para toda dindmica { (%, u1), (22, u2), ...} € I (x%). Aho-
=0

o0
ra, cOmo {(ITa UT)’ (157 u’;)ﬂ } € I (IT) ’ entonces 5(IT) = Z/Bt’r(x:—&-l, u?—&-l)'
t=0

o0
Volviendo a la ecuacién I1.2 tenemos entonces: tzoﬁtr(xz, uf) =r(xf, uy) +
Bv (x}), pero la primera sumatoria es igual a v (xf) por la definicién de
{(xF,u})}. Esto demuestra la afirmacién para ¢t = 0. Para los otros perfodos

basta utilizar induccion. O

la solucién del problema. Usaremos esta terminologia. Sin embargo, en la literatura de
la Teoria del Equilibrio con Mercados Incompletos en horizonte infinito el término gene-
ralmente se refiere a restricciones asintéticas sobre el nivel de endeudamiento en el que
pueden entrar los agentes (Véase Magill y Quinzii [1994]). En este tltimo sentido se parece
maés a una condicién de no-ponzi.
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Finalmente tenemos un converso para esta proposicién que nos da las con-
diciones bajo las cuales se cumple la otra afirmacién del Principio de Opti-
malidad.

Proposicién 4. Bajo las hipdtesis 1, 2 y 3, si {(x},u;)} es una dindmica
factible desde x(; que satisface I1.1 y tal que th’m B'o(x}) <0 (condicion de
— 00

transversalidad débil), entonces {(x},u;)} resuelve el PS.

Demostracion. Como {(z},u;)} es una dindmica factible desde z§, entonces

S 8% (xf,u}) < 0(xd). Ahora, sustituyendo k veces en I1.1 el valor de v(z})
=0

M=

en términos de v (z},,) llegamos a: v(zf) = Y B'r (z}, u) + By (z51) y

t=0

JEE— o)
usando que Iim B5(zF) < 0 podemos concluir que > B (23, u}) > v(xh);
e t=0

o0
luego, por la desigualdad anterior, tenemos S 87 (xF, u}) = v(zf). O
=0

Intuitivamente, si a lo largo de una dindmica factible que satisface II.1 no
se subutilizan recursos, entonces ésta debe ser una dindmica factible éptima
para el problema secuencial. El ejercicio 14 ilustra el caso de un problema
dindmico para el cual existe un plan factible que satisface II.1 pero que no
es un plan éptimo para el problema secuencial.

Como consecuencia inmediata de las cuatro proposiciones anteriores tenemos
el siguiente teorema que resume las relaciones entre el (PS) y el (PF).

Teorema 1. Equivalencia del (PS) y el (PF): segin las hipdtesis 1, 2 y 3,
y st la condicion de transversalidad se satisface, el (PS) y el (PF) tienen las
mismas soluciones en términos de valor y dindmicas dptimas.

En ocasiones la escogencia inteligente del espacio de estados X o un cambio
de variables, puede dar paso a la aplicacién rigurosa del método que hemos
explicado. Véase el ejemplo 6 y el capitulo 5 sobre métodos computacionales.

Hasta este punto hemos estudiado la relacién entre el problema funcional y
el problema secuencial, pero ain no hemos dado un método para resolver
ninguno de los dos, excepto por el método que introdujimos informalmente
en el capitulo anterior para resolver el problema funcional. La programacién
dindmica no tendria tanto valor si no fuera porque para el (PF) existen varios
métodos de solucién. Nos concentraremos aqui en el método més importante
desde el punto de vista tedrico y practico para resolver el problema funcional,
pues éste sirve para demostrar la existencia de soluciones (al igual que sus
propiedades mds importantes) y a la vez motiva algunos métodos numéricos
importantes para resolver computacionalmente el (PF).

Para esto necesitamos pedir un poco mas sobre la correspondencia I' y la
funcién de retorno r, que lo que se pide en las hipétesis 1, 2 y 3.
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Hipoétesis 4. T' : X — X es una correspondencia de valores compactos
(i.e.,I'(z) es compacto para todo x), continua y I'(x) # ¢ para todo x.

Hipdtesis 5. 5 € (0,1) y la funcidn retorno es acotada y continua sobre el
grafo de T.10

Bajo estas hipétesis, el supremo se realiza como un maximo. Ahora, es claro
que las hipétesis 4 y 5 implican 1, 2 y 3. Ademds 5 € (0, 1), por lo que bajo
estas condiciones se cumple el Teorema de Equivalencia (Teorema 1).

El método que expondremos para resolver el problema funcional nace, como
se observé en el capitulo anterior, de la identificacién del (PF) con un pro-
blema de punto fijo. Informalmente, al (PF) le asociamos un operador T'
de cierto espacio de funciones sobre X en si mismo. Este se define de la
siguiente manera: dada una funcién f en este espacio de funciones (méds
adelante explicaremos cial es), T'[f] es la funcién que evaluada en z € X
nos da:

Tflx) = sup{r(z,u) + 5f(g(z,u))}

s.aa : u€el(x).

Asi, el PF se reduce a calcular un punto fijo del operador T. Ahora, bajo la
hipétesis 5 es claro que v, y por lo tanto v por la primera proposicién, es una
funcién acotada sobre el conjunto X, y puesto que el operador T esté definido
a través de un problema de maximizacién, entonces seria natural buscar un
punto fijo en el espacio de las funciones reales, continuas y acotadas sobre
X; Cy(X). Si encontramos un punto fijo del operador T en C,(X) y por lo
tanto una solucién del PF, entonces, por el Teorema de Equivalencia, esta
solucién debe ser el valor supremo del PS. Una vez tenemos la funcién valor
podemos proceder a encontrar el plan éptimo, resolviendo paso a paso el
problema de maximizacién que aparece en el PF, es decir, encontrando la
funcién politica h. Otra forma de encontrar el plan éptimo seria resolviendo
el sistema de ecuaciones II.1. La esperanza en estos procedimientos radica
en el siguiente teorema, muy usado en matematicas, el cual se discute en el
Apéndice.

Teorema 2. (Punto fijo para contraccciones): supongamos que se cumplen
4y 5, y sea Co(X) el espacio de las funciones reales, continuas y acotadas
sobre X con la norma del supremo ||-||. Entonces el operador T definido sobre
Cy(X) es una aplicacion de este espacio en st mismo, T : Co(X) — Co(X);
tiene un dnico punto fijo v y ademds para cualquier vg € Co(X) se tiene:

|7 [vo] — v|| < 8" |Jug —v||, n=0,1,2,...
En particular m T™ [vg] = v en la métrica del supremo. Adicionalmen-
n—oo

te, la correspondencia de politica h es de valores compactos y hemicontinua
superiormente.

10E] grafo de T es el conjunto: {(z,y) € X x R™ : y € T'(z)}
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Demostracion. Véase Stokey-Lucas [1989] pédgina 79. O

B. Ejemplos

Ahora veamos cémo resolver algunos problemas formalmente. Algunos de
los ejemplos ponen de manifiesto la generalidad del método de solucion.

Ejemplo 5 (Brock - Mirman formalmente). Sea u(c;) = log(c), f(ki) =
kY donde o« € (0,1), § = 1y kg € X = Ri4 es dado. Las hipdtesis
1, 2 y 3 no presentan mayores problemas. La hipotesis 1 es trivial siem-
pre que el espacio de estados sea X = R, . Para las otras dos hipdte-
sis obsérvese que para cualquier dindmica factible del capital {kt}tzo,l,...,v
kiv1 < k¥, de lo contrario, el consumo podria ser negativo. Es facil mos-
trar que, dado que kg € X, cualquier dindmica factible {kt}t:O,l,..., de-
be satisfacer que 0 < k; < méx{k§,1}. Sea k = max{k§,1}, ¢ = k",
{(kt,ct)}i—o1,. cualquier dindmica factible y consideremos las sumas par-
T
ciales S = tZ:Oﬁt(log(ct) —log(?)). Claramente (S%AW)T:O,L..., es una sucesion

acotada por cero y mondtona decreciente, luego converge en {—oo} U R. De

T
otra parte, como la sucesién de sumas parciales Y. 3" log(¢) converge a un
t=0

T
nimero finito entonces, las sumas parciales S = > Gt log(ct) convergen en
t=0
{—00} U R. Esto demuestra que se cumple la hipétesis 2.
Para demostrar que se cumple la hipétesis 3 considere la siguiente dindmica
factible {(k:t,ct)}tzo’l’w donde ky1q = % y ¢ = %’ Es facil ver que a lo
largo de esa dindmica factible la sucesién de sumas parciales {Sn}, _¢;
esta acotada inferiormente.

Finalmente, en el capitulo 1, mediante iteraciones de la funcién valor, cal-
culamos un candidato a funcién valor del problema secuencial de Brock y
Mirman, v(k) = ﬁ(log(l —fa)+ lfga log(Ba)) + =55 log(k). Claramente
esta funcién resuelve el problema funcional y, puesto que cualquier dinamica
factible {kt}t:O,l,.. estd acotada, 0 < k; < k, entonces es facil ver que se cum-
ple la condicién de transversalidad (fuerte) y podemos aplicar la proposicién

2.

Ejemplo 6. (Crecimiento con inversién en capital humano).'! En este mo-
delo de crecimiento supondremos que los tnicos factores de produccién en
cada periodo son el capital humano h; y el tiempo que el agente represen-
tativo dedica al trabajo n;. Mdas concretamente, la funciéon de produccién
de esta economia depende Unicamente del capital humano efectivo en cada

' Tomado de Stokey-Lucas pagina 111. A su vez, este modelo tiene origen en los articulos
de Lucas [1988] y Usawa [1964].
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periodo: hin;. Es decir, y; = f(hyn), donde f es la funcién f(x) = z%,
a € (0,1). Cambiando simplemente las unidades con las que medimos este
tiempo, podemos suponer que n; € [0,1]. Ahora, la evolucién del capital
humano en esta economia depende del tiempo dedicado a trabajar, siendo
la acumulacién del capital humano menor cuanto mas tiempo se dedique
al trabajo y mayor cuanto menos tiempo se dedique a éste. Esto refleja el
hecho de que, para acumular capital humano y aumentar la productividad,
el agente debe dedicar tiempo a esta tarea, por ejemplo estudiando o capa-
citdndose, dejando entonces de trabajar un poco.'? Una forma de capturar
esta dindmica es la siguiente: Sea hyy1 = h:¥ (ny) donde ¥ es una funcién
de [0,1] en R, con estas caracteristicas: ¥ es continua, estrictamente cénca-
va, estrictamente decreciente y tal que ¥(0) =1+ A\, ¥(1) = 1 — 4, donde
0 <A\ §<1 (figura 2).

L

Figura 2: Funcién que determina la dindmica del capital humano.

La idea de esta funcion es la siguiente: si el agente decide no trabajar, enton-
ces su capital humano se apreciard a una tasa A, reflejando esto el hecho de
que al no trabajar el agente puede dedicar todo su tiempo a estudiar o capa-
citarse con el fin de incrementar su capital humano. En el otro extremo, si el
agente decide dedicar todo su tiempo al trabajo, entonces no tendra tiempo
para capacitarse y su capital humano se depreciard a una tasa §. La con-
cavidad de la funcién implica que, cuanto mas tiempo el agente dedique a
acumular capital humano, menos acumularéd de éste en el margen. El agente
representativo en esta economia puede consumir todo lo que produce y su
variable decisién en cada periodo es cudnto tiempo debe dedicarse al trabajo.

12Por eso decimos que éste es un modelo de crecimiento con inversién en capital humano,
a diferencia de otros en los que cuanto maés se trabaja mas se aprende al adquirir mayor
experiencia, etc. Véase ejemplo siguiente (aprendiendo haciendo).
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Sea 3 € (0,1) y supongamos que tiene una utilidad instantdnea de consu-
s

mo: u(c) = <, donde o € (0,1). El problema del agente representativo es
entonces:
oo
SUPZﬁtU (f(hene))
{ne}e=o
s.a ht+1 = ht\:[/ (nt)
hgy dado.

En este ejemplo, la variable de control es n;, la variable de estado es hy,
X = R4, la funcién de retorno es u o f, la dindmica de la variable de estado
estd dada por hir1 = g (he,ny) = W (ng), y el conjunto de restricciones
sobre el control estd dado por I'(hy) = {n;:0<mn; <1}. Ahora, es fécil
probar que se satisfacen las hipétesis del teorema de equivalencia (teorema
1). Basta con notar que el capital humano se acumula o desacumula a una
tasa maxima A\ y  respectivamente, y que por lo tanto:

(hont)ao‘
(2

S8 (f(heme)) < 3 (B(1+ 2!
t=0

t=0
para toda dindmica factible desde hyg.

Ahora, la desigualdad de la derecha es un ntimero finito siempre que 3 (1 + \)*7 <
1. Pasemos ahora al problema funcional:

v(hy) = r{r;a}ic{u(f(htnt))—i—ﬁv(ht\lf(nt))}

saa : 0<n <1

Ahora aplicaremos el Teorema del Punto Fijo para encontrar la funcién valor.
Sea vg = 0, entonces v1(h) = méx {M} =n=1=uv(h) = g, por

o

0<n<1
lo tanto,
va(h) = méx {("h) 4 pi2n) } = b7 méx {" 4 gL }
0<n<1 g ag 0<n<1 g g

Luego, el valor de n que resuelve este problema no depende de h. Esto implica

que va(h) = Ag%, donde As es una constante positiva. De igual forma
vp(h) = Anﬂ , donde A,, es una constante positiva. Es natural entonces

ag

proponer como candidato a funcién valor de la forma v(h) = A%. La

constante A puede encontrarse observando que v debe satisfacer la ecuacion
funcional. Es decir,

oo oo ao ao
AT { (hn)*? g B2 () }

o {n} o o

sa : 0<n<l1
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No es dificil demostrar que la funcién de politica es una constante n* € (0, 1].
Es decir, no interesa cual sea el nivel de capital humano h, el agente siempre
escoge trabajar n*. Por lo tanto, la tasa de crecimiento del capital humano
es constante, pues hy11 = hU (ny) = b W (n*), luego % = constante. El
valor exacto de esta constante depende de la forma explicita de ¥ (véanse
ejercicios al final del capitulo).

Ejemplo 7. (aprendiendo haciendo). Consideremos otro caso de crecimien-
to enddgeno e inversién en capital humano, utilizando exactamente la misma
notacién del ejemplo anterior. Ahora, la tnica diferencia es la forma como
vamos a definir la funcién de acumulacién de capital humano. En el caso an-
terior habia un costo de invertir en dicho capital. El agente debia sacrificar
parte de su tiempo educdndose (por lo cual dejaba de trabajar) para incre-
mentar su capital humano. En este caso, por el contrario, el capital humano
se acumula gracias a la experiencia y el trabajo en el proceso de produc-
cion. Es decir, el capital humano se aumenta en la medida que trabajamos.
La motivacién detras de esta especificacién tiene origen en el papel que la
experiencia cumple en la productividad del trabajo.'3

Tenemos el mismo problema del agente representativo expuesto arriba:

SUPZﬁtU (f(hene))
{ne}i—o
s.a
h,t+1 = ht\I/ (nt) s ho dado.

Las diferentes interpretaciones sobre la forma como se acumula capital hu-
mano estdn ligadas a la forma funcional de W. Definimos ¥ (n;) = yn?,
donde v > 0y 6 € (—o0,1). Ahora, si § > 0, entonces la acumulacién de
capital humano es un producto del trabajo. Este es el caso de “aprendiendo

haciendo” .14

La variable de control es n;, la variable de estado es hy, la funcién de retorno
esuo f, hiyp1 = g(he,ng) = he®(ng), T(he) ={ns:0<n; <1} y X = R,

El problema funcional asociado es:

v(ht) = ?UI; {u (f(hene)) + Bo(he ¥ (ne)) }
sa : 0<n <1

Tenemos la misma forma funcional de la funcién de utilidad u(c) = %, y de
la funcién de produccién f(nh) = (nh)®.

131,a idea de “aprendiendo haciendo” (“Learning by Doing”) en un modelo de crecimiento
se estudia en Arrow [1962].

14Nétese que ¥ (ng) = ’y@nf71 > 0 (los retornos a la experiencia son crecientes) y
U (ny) = ~v0(0 — l)nff2 < 0 (los retornos marginales a la experiencia son decrecientes).



C. EJERCICIOS Y SOLUCIONES
Alvaro J. Riascos Villegas

n

Sea vg(h) = 0, entonces es muy facil ver que vy, (hy) = @Z (By), v la
0

i=
funcién de politica en cada iteracién es ny = 1. Si 8v*? < 1, la funcién valor

del problema es:
hge 1
v(hy) = ————
(he) = = —1— Gy
Es facil ver que, en efecto, la funcién de politica es: n; = 1. Luego la dindamica
del capital es: hy11 = vhe. Si~y > 1, entonces tenemos crecimiento enddgeno.

Obsérvese que en los ultimos dos ejemplos no existe una soluciéon de estado
estacionario en las variables en niveles. Sin embargo, si se divide cada una
de las variables por la tasa de crecimiento de éstas, es posible reescribir el
problema, en unas nuevas variables, para las cuales si existe una solucion de
estado estacionario. Este procedimiento es muy ttil cuando vamos a utilizar
métodos computacionales, ya que éstos suponen que los problemas tiene una
solucion de estado estacionario en la que las variables no crecen.

C. Ejercicios y soluciones

C.1. Ejercicios

Ejercicio 7. Escribir el modelo basico de crecimiento y el ejemplo de Long
y Plosser en la notacién de este capitulo.

Ejercicio 8. Hercowitz-Sampson (1986). Considere el modelo bésico de cre-
cimiento con:

u(es, ly) = log(cy —any)
vy = kini®
i 1-6
kt+1 = Kk <kt> :kfi%_é, a>0; vy>1
t

1. Demostrar que la funcién de utilidad es céncava.
2. Demostrar que la funcién valor tiene la siguiente forma:
v(ky) = Do + D1 1nky,
donde D; son constantes; las funciones de politica tienen la formas:
c = ILE"
no= (Hgh™®) ™7 = k=57 = k"2
y la dindmica 6ptima del capital tiene la forma:
kopr = (5 — 1) Y0k 71070 = gk

donde IIy, IT, y II3 son constantes.
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Ejercicio 9. Estudiar la estabilidad del modelo de Hercowitz-Sampson.

Ejercicio 10. Diferencia entre la condicién de no-ponzi y la condicién de
transversalidad. En términos generales, la condicién de no-ponzi y la con-
dicién de transversalidad son exactamente ideas opuestas. La condicién de
no-ponzi es una restriccion sobre el problema de optimizacién, de tal forma
que éste esté bien definido. La condicién de transversalidad es una condicién
suficiente para que un candidato a resolver el problema secuencial o funcio-
nal sea en efecto una solucion. En este ejercicio ilustramos ambos conceptos
mediante un ejemplo importante en economia. Consideremos una economia
idéntica al modelo bésico de crecimiento, excepto que existe un gobierno
que emite deuda (bonos) para financiar su gasto y el agente representativo
demanda estos bonos. El problema del agente representativo es:

maxZﬁtu(ct)
t=0
s.a
b
et + ki1 — (1—5)kt—|—ﬁtn < fke) + by — T
ko, b dados.

donde b; es la demanda de bonos gubernamentales del agente, r; es la tasa
de interés real que éstos ofrecen entre ¢t — 1 y ¢, y 7, son impuestos (cuando
7¢ > 0) o transferencias de suma fija (cuando 74 < 0)°. Para que el problema
sea interesante vamos hacer la hipétesis, aunque no muy realista, de que los
agentes pueden escoger cantidades negativas de bonos. Esto es, que en vez de
prestarle al gobierno éste le preste al agente representativo. Obsérvese que
en tal caso el problema, como esta planteado, ciertamente no tiene solucién,
pues dada la tasa de interés y una trayectoria previsible de impuestos o
transferencias, el agente escogerfa endeudarse cada vez mas y més (escoger
b; cada vez més negativo) y asf financiar el pago de intereses y niveles cada
vez mayores de consumo. Para evitar esto se impone una restriccién adicional
en el nivel de endeudamiento de los agentes. Una forma de hacerlo es imponer
la siguiente restriccién, llamada restricciéon de no-ponzi:

1
m ——— b, >
tli>r£1<>1+Rtbt 20

t

donde 1+ Ry = [] (14 7). Intuitivamente, la restriccién de no-ponzi quiere
i=0

decir que, asintOticamente, el agente representativo no puede planear estar

endeudado en valor presente.

1. Mostrar que bajo estas condiciones el problema de optimizacién si tiene
una solucién.

15Esto quiere decir que los impuestos o transferencias son fijos y no dependen de, por
ejemplo, el consumo del agente.
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2. Escribir las condiciones de transversalidad para las dos variables de
estado de este problema (capital y bonos). Obsérvese que la condicién
de transversalidad de los bonos es exactamente opuesta a la condicién
de no-ponzi.

3. ;Cual es el andlogo a la condicién de no-ponzi para el stock de capital?

Ejercicio 11. En este ejercicio se dan otras hipdtesis segtin las cuales se
cumple la hipdtesis 2 (Véanse De La Croix - Michel [2002], pdgina 326).
Supongamos que para todo u € U las funciones g(-,u) y 7(-,u) son no de-
crecientes y adicionalmente para todo z € X

L g(z) = sup {g(z,u)} € X
uel(x)

2. 7(z) = sup {r(z,u)} €R

uw€el(zx)
3. Para todo g € X existen b, y 8,, € R,[,, > ( tal que para toda
sucesién {Z¢}, o, , Tep1 = g(Ty) tenemos ﬂtxo?(ft) < by, para todo
t.
Probar que bajo las hipotesis de este ejercicio se cumple la hipdtesis 2.

Ejercicio 12. Utilizando las hipdtesis del ejercicio anterior, demostrar la
proposicién 3 sin imponer la condicién de transversalidad (véase De La Croix
- Michel [2002]).

Ejercicio 13. Sobre la proposicién 2. Considere el siguiente problema de
maximizacion:

oo
max th
t=0
0 < ¢ <xy—ax441, ¢ >0, 29 # 0 dado.
Obsérvese que en este problema hemos colocado g = 1.
1. Mostrar que para cualquier zo dado, el valor maximo del problema
anterior es xg. Es decir, v(z) = x. Ahora, supéngase que utilizdramos el

problema funcional para encontrar esta funcién. El problema funcional
asociado es:

v(z) = sup{c+v(z—c)}
c
s.a : 0<c<zx
2. Verificar que para cualquier constante k, la funcién v(z) = z + k es

solucién del problema funcional pero no satisface la condicién de trans-
versalidad (Ayuda: considere la dindmica factible {(x0,0)} € II(xo),
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entonces th’m B'v (z) = v(xg) = o + k # 0). Luego, aqui tenemos
— 00

un caso en el que no se aplica la proposicion 2 y, més ain, este ejem-

plo muestra que la condicién de transversalidad no es una propiedad

necesaria.

Ejercicio 14. Con relacion al ejercicio anterior, mostrar que la dindmica
factible {(x0,0)} no es 6ptima pero si satisface la ecuacién II.1. (Ayuda:
obsérvese que la utilidad que le da al agente ese plan es nula, mientras que
la maxima utilidad posible es zg). Ademds, muestre por qué no se cumplen
las hipétesis de la proposicion 4.

Se concluye de los dos ejercicios anteriores que nuestras hipétesis son mas
débiles que las del ejercicio 11. No es dificil convencerse de que la condicién
de transversalidad en De La Croix - Michele [2002] es una consecuencia de
la hipétesis 3 en el el ejercicio 11.

Ejercicio 15. Considere el ejemplo 6 y suponga que

U(n)=+v1-n2)(A+d)+1-0.

1. Mostrar que ¥ satisface todas las hipdtesis necesarias.

2. Bajo los pardmetros a = 0,80, ¢ = 0,50, § = 0,01, A = 0,025, 8 = 0,95
mostrar que n* & 0,83, A & 22,65 y "+ & 1,0095.

Ejercicio 16. Considere el siguiente problema de maximizaciéon con “per-
sistencia de habitos” 16

Zﬁt(ln ¢t +vlneq)
t=o

s.a : ¢+ kt+1 < Akta,

donde: 0 < <1, v<0, A>0, 0<a<1, ky>0dadoy c_; dado.

1. Escribir la ecuacién de Bellman
2. Demuestre que la solucién a dicha ecuacién tiene esta forma:
v(k,c.1)=FE+ Flnk+Glnc_,
y demostrar que la dindmica 6ptima del capital tiene la forma:
Inkiy1=I+Hlnk

Donde E, F,G, H, I son constantes. Dé féormulas explicitas para estas
constantes en términos de los parametros del problema. Para esto es
necesario que encuentre la funcién de politica.

16Tomado de Sargent [1987].
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C.2. Soluciones

Solucién 4 (Ejercicio 7). Para el modelo bésico de crecimiento.

max Z B'log(c;) = maéx Z B (s, uy)
t=0 t=0

ZL't+1 = kt+1 = k? —+ (1 — 5)kt — Ct = g(xt,ut)
donde X = Ry, =k, up = ¢, yI'(zy) ={c€e R:0< e <k + (1 -6k}

Solucién 5 (Ejercicio 11). Sea o € X y {#t}t=0,1...una dindmica facti-
ble desde xy. Para t = 0, x9 = Tog y si x; < Ty para un t arbitrario,
entonces xry1 = g (zt,ur) < g(xy) < G(Tt) = Tiya1. Por lo tanto, tene-
mos por induccién que x; < Ty se cumple para cualquier ¢t. Por otro lado,
r(z¢,ur) <7 (x¢) <T(Z;). Como consecuencia, tenemos que la sucesién

T
St = Zﬁt [ (z¢, up) — 7 (7))
t=0

es no-creciente, ya que cada término en la sumatoria es negativo o nulo.
(Sp — Sr_y = BY [r(zp,ur) —7(Zr)] < 0). La sucesién St tiene por lo
tanto un limite en RU{—o0}. También podemos, sin pérdida de generalidad,
suponer que T (T;) > 0 (es suficiente reemplazar 7 (T;) por max {0,7 (T;)}.

T T
Utilizando (3) tenemos Br = Zﬁtf (Tr) < Z %bzo = wao. La
xq )
t=0 t=0

sucesién creciente B tiene entonces un limite finito, de lo cual deducimos
T

que la sucesién de sumas finitas Z B (x4, uy) tiene un limite en RU{—oco}.
t=0

Solucién 6 (Ejercicio 12). Siguiendo el ejercicio 10 tenemos que la sucesién

de sumas es finita y pertenece a R U {—o0}. Mds ain, estdn acotadas por

arriba por una constante

— t - t— (— bﬂﬁo
;ﬁ T(xt;ut) < ;ﬁ T(mt) < m

Para toda trayectoria factible que empiece en x, tenemos
(oo} oo
D B (e ur) =7 (w0, u0) + 8> B (Teg1, tiga)
t=0 t=0

Ahora tomamos la cota superior dado ug sobre el conjunto de las trayectorias
factibles, para las cuales x1 = g (zo, ug),

r (20, u0) +sup » B (x4, wi) = 1 (z0, uo) + BV (g (z0, o))
t=1
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Luego tomamos la cota superior sobre ug € T' (x¢) y obtenemos
v (zf) =7 (27, uf) + AU (2744)

Solucién 7 (Ejercicio 13). El problema es:

o0
max E Cy
t=0

s.a
0 < ¢ <z4—T4p1
z9 # 0 dado.

1. Es claro que el consumo éptimo se da cuando ¢; = z; — o441, luego
=) k
Sep=lm Y ay—xpyr = lm zp—axpe1 < 29 = V(x0) < x0. De otra
t=0 t=0 k—o0

— k—oo {—
parte, el plan factible {zg,0,0, ...} tiene utilidad xy. Luego, v(z) = z
para todo .

2. Para probar que v(z) = z + k es una funcién que resuelve el problema
funcional asociado al problema secuencial basta con sustituir y verifi-
car que se cumple la ecuacién funcional para cualquier valor constante
de k. Finalmente, es claro que no se cumple la condiciéon de transver-
salidad de la proposicién 2. Para ver esto, obsérvese que para que ésta
se cumpla deberfamos de tener: @ﬁtv(xt) = 0 para toda dindmica

factible {(zn,c,)}. En particular, para la dindmica factible {(z0,0)}
tenemos:

lm S'v(x;) =20 +k#0

t—o0

Solucién 8. (Ejercicio 14)Es facil ver que la dindmica factible

{(20,0), (20,0), (20,0),...}

no es 6ptima desde el punto de vista del problema secuencial, pues da una
utilidad de cero. De otra parte, es facil ver que esta dinamica factible satis-
face el Principio de Optimalidad de Bellman (ecuacién II.1) para v(x) = .
Ademaés, no se cumple la condicién de transversalidad de la proposicién 4,

pues limy o B'v(2;) = 21 = 20 # 0.

Solucién 9 (Ejercicio 16). Persistencia de hébitos.

1. La ecuacion de Bellman es:

v(k,c_q) = oRix {Inc+~ylnc_y + Bv(4Ak™ —¢)}
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2. Para verificar que la sugerencia en efecto resuelve el problema funcio-
nal, simplemente substituimos en la ecuacién funcional:

E+Flnk+Glne_y =méx{lnc+ylnc_1 + 3 (F + FIn(4k“ —¢) + Glnc)}
c

Las condiciones de primer orden son:

1 BF PG _
[c]'c Ak“—c+ c =0

Finalmente encontramos que:

1+ BG) Ak
(14 BG + BF)

Al sustituir esta férmula en la ecuacién de Bellman tenemos:

(1+ BG)AE™
E+ F1 Ilnec.; = In|—FF—x
+ Flnk+Glnec_y n{(l—{—ﬂG—{—ﬂF)

(1+ BG)Ak™
(1+ 3G + BF)
(14 BG)Ak™
(146G + 5F)}

] +vylnc_q + BE +

+BF In(Ak~ — )

+06G In [
Desarrollando algebraicamente encontramos:

EFE+Flnk+Glnc_, = (1+ﬁG)ln< (1+p5G)A )

(14 BG + BF)

BFA
WFI“((H&GMF))
+BE+ a(l+ G+ fF)Ink +~vIlnc_y

Las constantes serdn:

- (14 6G)A BFA
E = (1+5G)ln[1+ﬁG+ﬂF}+5F1n[1+ﬂG+ﬂF]+BE
F = a(l+BG+BF)
G = v

Si sustituimos la formula de F y simplificamos, encontramos los valores
finales de E y F:

pa(l+ By)

B - ﬁ (14+67) In(A(1 — ) + = =57 In(afiA)
o 1+py

Fo= Oél—ozﬂ

G = v
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Estas expresiones permiten garantizar que efectivamente la funcién
arriba mencionada es la funcién valor. Para encontrar la funcién de
politica sélo tenemos que sustituir los valores de F y G para obtener:

(1+ By)Ak”
1+ By + Baily

La manipulaciéon algebraica nos da esta funcién de politica:
c=(1-af)Ak”

Este valor de ¢ nos permite encontrar la expresiéon apropiada para el
capital, basdndonos en la funcién de acumulacién arriba mencionada:

ki1 = Ak — (1 — af) Ak
Con facilidad, se puede ver que:

Inkiy1 =In(afA) + alnk,
Asi,

I = In(apA)
H = «

Con lo cual la politica 6ptima del capital es la expresada en el enun-
ciado del problema. ;Es la solucién valida cuando v > 0, es decir,
cuando hay cierto tipo de durabilidad del consumo? ;Mayor consumo
ayer significa mayor consumo hoy?



[9]
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I11

MAS PROGRAMACION DINAMICA Y EL
METODO DE LAGRANGE

En este capitulo estudiaremos algunas de las propiedades més importantes de
la funcién valor, que nos permitiran usar los métodos del célculo diferencial
para resolver problemas de optimizacién dindmica. Primero comenzaremos
con algunas propiedades geométricas como la monotonicidad y concavidad
de la funcién valor, y luego pasaremos a la propiedad méas importante, que
se refiere a su diferenciabilidad. Como se podra apreciar mas adelante, este
resultado es por si solo bastante importante, pero ademds, aclara las rela-
ciones existentes entre el método de programacion dinamica y los métodos
basados en el lagrangiano. Para poder hacer esto serd necesario imponer méas
restricciones sobre el problema de optimizaciéon que queremos resolver.

A. Algunas propiedades de la funcion valor

La primera propiedad que probaremos es que bajo ciertas hipétesis la fun-
cién valor es estrictamente creciente. Para esto necesitamos las siguientes
hipotesis:

Hipétesis 6. Para cada w € R™, las funciones r(-,u) : X — R, g(-,u) :
X — X son estrictamente creciente, y creciente, respectivamente.

Hipétesis 7. T' es mondtona: es decir, si ' > x = T'(a’") D T'(z).

Proposicién 5. (La funcién valor es estrictamente mondtona). Suponga
que se cumplen las hipdtesis 4, 5, 6 y 7. Entonces, la funcion valor es es-
trictamente creciente.

Demostracion. Sea C, (X) el espacio de las funciones reales, continuas y aco-
tadas con la norma del supremo, y C. (X) C C, (X) el espacio de las funcio-
nes reales, continuas, acotadas y crecientes. Es facil ver que éste es un subes-
pacio cerrado de C, (X), por lo tanto, es también un espacio completo en la
norma del supremo.! Por el Teorema de Equivalencia, la funcién valor queda

1Véase Apéndice.
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caracterizada como la nica solucién del problema funcional en C,(X). Aho-
ra, lo primero que vamos a probar es que si f € C,(X) es creciente, entonces
T(f) es una funcién estrictamente creciente. Sea z' > z = g(z/,u) > g(x,u)
para toda u, por la hipétesis 6 y porque f es creciente entonces

flo@' u)) = flg(z,u))
=
r(@’,u) + Bf(g(a’ u)) >

por la hipédtesis 6, lo cual implica,

m X){T(ﬂf’, u) + Bf(g(z',u))} méé){r(x, u) + Bf(9(z,u))}

a
uel(z uel

r(@,u) + Bf(g(x,u))

V

max {r(z',u) + 61 (g(x",u))} > mdx {r(z,u) + Bf(g(z,w)}

uel(z’) uel(z

por la hipétesis 7, por lo tantoT'[f](z’) > T[f](x).

Ahora, como C, (X) es un subespacio cerrado de C,, (X)), entonces la funcién
valor v estd en C, (X) y como T [v] = v luego v es estrictamente creciente.
O

La proposicién anterior no se aplica al ejemplo de Brock y Mirman por
dos razones. Primero, si X = R4y, la funcién retorno instantdneo no es
acotada en el grafo de I'; segundo, esta funcién no es estrictamente creciente
en z (de hecho, no depende de z). El primer problema es fécil de resolver
mediante una escogencia inteligente del espacio de estados como lo hicimos
en el capitulo anterior. Para la segunda, obsérvese que si 7(-,u) : X — R es
apenas creciente, entonces la conclusion del teorema se puede modificar por:
la funcién valor es creciente (y no necesariamente estrictamente creciente).

Estudiaremos ahora la concavidad de la funcién valor. El resultado principal
es que, bajo ciertas hipdtesis, la funcién valor es estrictamente concava y la
correspondencia de politica es en efecto una funcién continua. En particular,
resulta que bajo estas mismas hipdtesis existe un unico plan éptimo que
resuelve el problema secuencial.

Hipdtesis 8. Sea X un conjunto convezo.

Hipétesis 9. Supongamos que las funciones r y g son estrictamente concava
y concava, respectivamente.

Hipétesis 10. La correspondencia I' es conveza:

1. T'(x) es un conjunto convexo para todo z € X.

2. Dado A € [0,1], z,2' € X y x # 2/, entonces siu € ' (z) y v’ € T' (2)
implica que Au + (1 — Mu’ € T(Azx + (1 — A\)z’).
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Proposicién 6. (La funcidon wvalor es estrictamente cdncava): segin las
hipotesis 4, 5, 8, 9 y 10 la funcion valor es estrictamente concava y la co-
rrespondencia de politica es una funcion continua.

Demostracion. Por el Teorema de Equivalencia, la funcién valor queda carac-
terizada por la solucién al problema funcional. Lo primero que probaremos
es que si f € Cy(X) es céncava y creciente , entonces T'(f) es estrictamente
céncava y creciente: dados A € [0,1], z,2’ € X y o # 2/, sean u y v ta-
les que resuelven el problema de méximizacién definido por T'f () y T'f(z')
respectivamente. Entonces, como Au + (1 — M)u' € T'(z + (1 — A\)z’) por la
hipétesis 10, tenemos que:

TfAz+ (1-=X2") > rQz+ 1 =Nz,  u+ (1 - M)+
Bf(gAz + (1 = Na', du+ (1 — M)
> Ar(z,u) + (1= Nr(@’,u') + A8f(g(z,w)) +
(L=N)Bf(g(z",u))

por la hipétesis 9 y porque f es cdncava y creciente.

Ahora, como u y u' resuelven el problema de méximizacién definido por
Tf(x)y Tf(z'), se concluye que esta dltima expresién es igual a:

NTf(z) + (1 — NTf ().

Basta ahora argumentar de la misma forma que en la proposicién anterior
para concluir con la prueba de la primera afirmacién: el espacio de las fun-
ciones continuas, cdncavas, crecientes y acotadas, es un subespacio cerrado

de Cy(X).

Finalmente, como la funcién valor es estrictamente céncava, entonces la so-
lucién al problema de maximizacién que define la funcién de politica tiene
siempre una Unica solucion, pues la funcién objetivo es estrictamente céncava
por la primera parte de esta proposicién y por la hipétesis 9, y la maximiza-
cion se hace sobre un conjunto convexo por la primera parte de la hipétesis
10. La continuidad se sigue del teorema del méximo (véase Apéndice) y que
una funcién h.c.s es en efecto una funciéon continua. O

Con este resultado estamos casi listos para el teorema de Diferenciabilidad de
la Funcion Valor que se sigue como una consecuencia inmediata del teorema
de Benveniste - Scheinkman.? Por tltimo necesitamos:

Hipoétesis 11. Las funciones r y g son continuamente diferenciables en el
interior del grafo de T'.

2Véase Benveniste y Sheinkman [1979].
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Hipétesis 12. 3 Sea (z*,u*) en el interior del grafo de T tal que existe una
funcion diferenciable T, definida en una vecindad abierta V de x* tal que
T7:V—=Uyparatodox eV, 7(x) el (z) yg(x,7(x))=g(z* u*).

Ejemplo 8. Brock y Mirman una vez més. En ese ejemplo x; = ki, uy = ¢,
r(ce) =log(ct), glke,cr) =k —ee, T(ke) ={ct : 0 < e, <k} y X = Ryy.
Es facil ver que dado el capital y consumo en el interior del grafo de I' la
hipétesis 12 se cumple.

El siguiente teorema, ademas de darnos un resultado sobre la existencia de
la derivada de la funcién valor, nos da una expresiéon muy util de ésta. Una
forma de acordarse de la férmula es escribir el problema funcional y derivar
a ambos lados con respecto a las variables de estado ignorando la existencia
de la funcién méximo.

Teorema 3. (Diferenciabilidad de la Funcidn Valor): segin las hipdtesis 4,
5,8, 9,10, 11y 12; si xg € int(X) y h(xo) € int(T(xo)), entonces la funcion
valor es continuamente diferenciable en xg y su derivada estd dada por:

Qv (x9) _ Or (w0, h(o)) +Biav(g(%’h($0))) 9g;(xo, h(zo))

ox; ox; Ox; ox; ’

j=1

para todo © =1,...,n.

Demostracion. Esta es una version del Teorema de Benveniste-Scheinkman.

Véase De la Croix y Michel [2002], pagina 334. O

B. Método de Lagrange

Consideremos de nuevo el problema secuencial general y definamos el lagran-
giano (truncado) asociado £y : X x U x R" x R — R

Lo, u, My A1) = 1(@g, up) + BAt1 - g (T, ue) — At - 2y
donde (xt,ut,/\t,)\t+1) € X xUx R"x R".

Definicién 2. Dada una dindmica factible {(xy,ut) =01, desde o, de-
cimos que la sucesion de precios (sombra) {\},_,,  en R", soportan la
dindmica factible {(zy, ;) }i=0,1,... si para todo t =0,1..., la sucesion

{(@e, ug, Aty Adeg1) be=o,1,...

mazximiza Ly sobre el conjunto 11 (xg) X R x R™ C X x U x R™ x R™.

3Véase De la Croix - Michel [2002], pagina 334. En realidad, es suficiente con que r y
g sean diferenciables en un punto particular. Véase Teorema 3.
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Teorema 4. Sea {(z},u;)} una dindmica factible desde xo con zf € int(X)
para todo t. Entonces bajo las hipdtesis 8, 9 y 10; {(x}f,uf)} resuelve el
problema secuencial si y solo si:

1. Eziste una sucesion de precios {\¢},_, 1 en R"™ que soportan la dindmi-
* *
ca {(z7,uf) h=o1,...-

o0
2. Para toda dindmica factible {(z¢, ut) bi=o0,1,... desde xq tal que S8 (wy, up) <
t=0
o0, se cumple la siguiente condicion de transversalidad.

lim B'\; - (xp —27) >0
t—oo

Demostracion. Véase Michel [1990] o De la Croix et. al [2002], pdgina 336.
0

En la proxima seccién estableceremos una relacién muy importante entre los
precios que soportan una dindmica factible y el valor marginal (en términos
de la funcién valor) de una unidad adicional de zg a lo largo de la dindmica
6ptima. Esto nos permitird dar una interpretacién muy clara de la condicién
de transversalidad en el método de Lagrange.

Corolario 1. Bajo las hipdtesis del teorema 4, sixy > 0 y Ay > 0 para todo t,
una condicion suficiente para que se satisfaga la condicion de transversalidad
es:

lim BN\, - xf =0

t—oo

Demostracion. La demostracién es parecida al caso de las ecuaciones de
Euler pero sin utilizar diferenciabilidad (Véase Teorema 4.15, pagina 98,
Stockey y Lucas [1989]). O

Obsérvese que el Teorema 4 reduce el problema (PS) a un problema mucho
mas sencillo. En el primero, el objetivo era encontrar sucesiones infinitas
que maximizaran una funciéon objetivo con infinitos argumentos, mientras
que el método de Lagrange reduce el problema a encontrar una sucesién
infinita que resuelva infinitos problemas de optimizacién pero donde cada
problema consiste en maximizar una funcién objetivo con finitos argumentos.
Esto deberia de llamarnos la atencién sobre las herramientas existentes para
resolver problemas de optimizacion estaticos. El siguiente teorema pone de
manifiesto la potencia del método de Lagrange.

Teorema 5. Bajo las mismas hipotesis del teorema 4, y las hipotesis 11 y
12; si {(xF,u;)} es tal que (z7,uf) € int (I (xo)) para todo t, entonces la
sucesion de precios {Ai},_q 1 en R soporta la dindmica {(x}, uy)}t=0,1,... 86
y solo si se cumplen las siguientes condiciones de primer orden para todo
t=0,1,...,
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1.
8£t(1’:7u?a)‘:7 :+1) _ 87‘(:17:,’(1,:) +ﬁ)\t+1ag (w;:kyu:) _ >\t =0
or or or
act(xrvu;)‘:v :+1) o 87‘(3@2‘,@) dg (mf,uf) _
ou N ou + B ou =0
3.

T — g (2,u4;) =0

En ocasiones, por analogia con el caso estatico, escribimos el lagrangiano del
(PS) como:

L= B'r(xeu) + Y Mg (@e wp) — z41) — Ao(ao).
t=0 t=0

Ahora, si informalmente procedemos a maximizar £ con respecto a estados y
controles (suponiendo soluciones interiores y diferenciabilidad), y definimos
At = %, entonces obtenemos las mismas ecuaciones de primer orden que en

el anterior teorema. Esta es una manera heuristica de obtener las ecuacio-
nes que caracterizan la solucién del (PS) cuando utilizamos el método de
Lagrange.

Ejemplo 9. (Ecuaciones de Euler): en el capitulo 1 estudiamos de manera
informal un caso particular del método de Lagrange que se conoce como las
ecuaciones de Euler. El problema tipico al que éste se refiere es de la forma:

oo
SUPZﬁtT(ﬂUt, Te1) (III.1)
{zehi=o
s.a

Ti41 € F(.’I]t),t = 071,27...
rg € X dado.

En nuestra notacion el problema se puede escribir de la forma:

oo
supZﬁtr(xt, ug) (I11.2)
{us}i=o
s.a
Tey1 = Ut
Ut S F(It),t:0,1,2,...
o € X, dado.

Utilizando el Teorema 5, las condiciones de primer orden son:

Or(xf, uf)

= I11.
ox M (TT1.3)
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Or(zf, uf)

A = I11.4
P + BAi41=0 (I1L.4)

Sustituyendo la ecuacion I11.3 en la ecuacion I11.4 obtenemos las ecuaciones

de Euler:
Oor (zf,x;_l) + Borr (xf+1,xf+2) =0,t=0,..

Ahora, si x; > 0 y la funcién de retorno instantdneo es creciente en xy,
entonces A\; > 0 por la ecuacion II1.3 y la condicién de tranversalidad del
método de Lagrange es por el corolario 1:

th’m Brovr(zy,uf) - oy =0 (ITL.5)
—00

Obsérvese que las condiciones derivadas en el capitulo 1 para el modelo
bésico de crecimiento son un caso particular de las anteriores.

C. Relaciéon entre el método de programacién
dinamica y el de Lagrange

Tomemos ahora el problema desde el punto de vista de la programacién
dindmica. Sea v la funcién valor del problema y {(z},uf)},_,; una se-

cuencia que satisface la ecuacion II.1 comenzando desde xg. Esta dindmica
es una solucién al problema secuencial si se cumplen las siguientes condicio-
nes:

Or (xf, uy)

ou

Ov(g(x, ug)) Og(f, up)

ox ou =0

+0

Ahora, por el teorema de diferenciabilidad sabemos que:

v (xf)  Or(xy,uf)
or ox +6

dv(g(xy, uy)) 9g(xy, uy)
ox ox

Sea A\ = % (el precio sombra de la variable de estado), entonces las
tres ecuaciones anteriores son equivalentes a las tres ecuaciones del teorema
5. Obsérvese que las condiciones de transversalidad del método de progra-
macién dindamica y el de Lagrange son ligeramente diferentes. En el caso

particular de las ecuaciones de Euler:

Or(xf,up) _ Ov(zf)

At = or ox
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D. Algunas propiedades de las dinamicas
optimas

Como vimos en el capitulo 2, una pregunta fundamental sobre las trayecto-
rias dptimas es si éstas son estables. Mds especificamente, nos preguntamos
si las trayectorias son globalmente estables o apenas localmente estables. El
siguiente teorema muestra que por lo menos para el modelo basico de creci-
miento, bajo ciertas hipdtesis, las trayectorias son estables globalmente. El
ejemplo que le sigue nos recuerda que la estabilidad global no es un resultado
general.

Teorema 6. (Teorema de estabilidad). Vamos a considerar el modelo bdsico
de crecimiento:

méXZﬂtu(ct)
t=0
s.a
k?t+1 = f(kt) + (1 — (S)k't — C¢
0 < ¢ < f(k)
ko dado.

Donde 6,8 € (0,1). Utilizaremos las siguientes hipdtesis:

1. f : [0,00) — Ry continua, estrictamente creciente, estrictamente
cdncava y continuamente diferenciable en (0, 00).

2. u:[0,00) — Ry continua, estrictamente creciente, estrictamente cénca-
va y continuamente diferenciable en (0, 00).

_ i _ ; AN : / —
5. 1(0) =0, Jim (k) = oo, lim f(k) =0 y limu/(K) = oo

Las hipétesis anteriores garantizan que existe un tinico k, tal que f(k) =
k. A su vez, esto implica que existe un stock de capital mdzimo, kyax =
k+(1—08)k alo largo de cualquier dindmica factible*. Por lo tanto, el
conjunto de las dindmicas factibles es un conjunto acotado y la funcion
de utilidad u, y de produccion f, son funciones acotadas sobre el con-
Junto de dindmicas factibles (recordemos que estas funciones son por
hipdtesis, continuas).

De lo anterior se concluye que el problema secuencial y el problema
funcional son equivalentes y por lo tanto, la funcién valor v del pro-
blema secuencial es la unica solucion al problema funcional:

o(k) = mix {u(c)+ Bo(f(k) + (1 6)k — )}

0<e< f(k)

4Si ko > k + (1 — 8)k, entonces k4 = méx <ko,E+ 1- 5)%)
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Nuestra tarea ahora es caracterizar, de la manera mds precisa posible,

la dinamica dptima de este problema: ki1 = g(ke) = f(ke) — h(ky),
donde h es la funcion de politica.

Supongamos que h(k) es diferente de 0 y f(k) cuando k € (0, kmax]-
Esto es intuitivamente obvio, pues la utilidad marginal del consumo
es infinita en cero, luego h(k) # 0, y porque el factor de descuento
intertemporal 8 # 0, luego h(k) # f(k) (no es dptimo consumirse todo
el producto en un periodo). Sin embargo, la demostracidn formal de
esto requiere un poco de trabajo.

Bajo estas hipdtesis, estamos listos para demostrar el teorema de esta-
bilidad global para el modelo bdsico de crecimiento.

Sea ki = g(kf) la dindmica dptima para el problema anterior con
ki = ko. Entonces:

a) g es estrictamente creciente;

b) Ezisten dos puntos estacionarios (i.e. k* = g(k*)), k* = 0 y

ko= N5 +6-1),
c) Si kg € (0, kmax|, entonces th ky =k*.
— 00

Puesto que la solucion al problema funcional es interior, entonces por

el teorema de diferenciabilidad de la funcion valor las siguientes con-
diciones son necesartas en el optimo:

u' (h(k)) = pv'(g(k)), condicién de primer orden

v'(k) = Bu'(g(k))(f' (k) + (1 —6)), teorema diferenciabilidad

Para demostrar que g es estrictamente creciente (primera afirmacion),
utilizaremos la anterior condicién de primer orden que se puede rees-
cribir como:

u'(f(k) + (1 = 0)k — g(k)) = v’ (g(k))

La prueba es por contradiccion. Supongamos que k1 < ko y g(k1) >
g(ka), entonces es fdcil ver que si la ecuacion anterior se cumple en
k1, no se puede cumplir en ko, por la concavidad estricta de u y v.

La sequnda afirmacion tiene dos partes. Que cero es un punto estacio-
nario es obvio. Si k* # 0, entonces k* debe satisfacer:

W (f(k) + (1 =)k —g(k)) = Bv'(g(k)),
luego,

f(E) = (% +5-1)

y queda demostrada la seqgunda afirmacion.
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Por dltimo, para demostrar la estabilidad global recordemos que si v es
céncava entonces:

o' (g(R)((f'(k) + (1 - 9)) —
k—g(k)

@I
~—

< 0 para todo k # g(k)

Luego, como f es concava, f'(k)+ (1 —9) S % s kzk*=kzgk)
siempre que k 2 k*. Esto quiere decir que si kg < k*, entonces ko <
ki < k5... < k*. Luego la sucesion tiene que converger a k* porque es
el unico punto estacionario diferente de cero. Un argumento parecido
se aplica cuando kg > k*.

La estabilidad global es dificil de probar, mientras que la estabilidad local
es, en general, mucho mds facil. Presentamos ahora un ejemplo de inesta-
bilidad, tomado de Stokey et. al [1989]; en él se han modificado algunas de
las (estrictas) hipGtesis impuestas para garantizar la estabilidad global del
problema.

Ejemplo 10. (Inestabilidad global de las dindmicas 6ptimas). El modelo
es el siguiente. El individuo posee una dotacién de trabajo en cada periodo,
pero ésta no entra en su funcién de utilidad. Hay dos bienes para producir,
uno de capital y otro de consumo. Asumamos que los bienes de consumo se
producen con capital y trabajo, mientras que los de capital sélo se producen
con trabajo; ademds, supongamos que:

et =nyf (kt/nt)
kiy1=1—n4
0 é Nt é 1

Donde n; es el trabajo necesario para producir bienes de consumo. Notemos
que el acervo de capital debe encontrarse en el rango [0,1]. Suponemos que
f v u satisfacen las condiciones de Inada y que:

h’rrbnf(k/n) =0,Vk € [0,1]

Eliminando ¢ con la primera ecuacion en la funcién de utilidad y eliminando
n con la segunda ecuacién llegamos al siguiente problema funcional:

v(k) = max, {u ((1 -y)f (lky» + ﬁv(y)}

Sea g la funcién que nos da la dindmica 6ptima. La condicién de primer
orden y el teorema de diferenciabilidad de la funcién valor implican que:

o (a-501 (=5m)) U (o) - 5w (5m)

= P’ (g(k)) (1)
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v = (1-300f (=55 ) ) £ (1= ) 2)

Para encontrar los puntos estacionarios sustituimos k* = g(k*) en las ecua-
ciones anteriores y eliminamos v’ :

e e RN
f(l—k*)_(l—k*Jrﬁ)f (1—k*>_0

No es dificil demostrar que existe un tinico k* € (0, 1) que resuelve la ecuacién
anterior.

Ahora, a diferencia del ejemplo anterior, la funcién g(k) no es creciente. Dado
que cuando k = 0, todo el trabajo se utiliza en la produccién de capital, por
lo cual g(0) = 1. Asi g no puede ser creciente cerca a cero. Esto nos lleva a
oscilaciones del sistema. La estabilidad del sistema depende de la pendiente
gen k*.

En el siguiente teorema mostraremos que bajo ciertas hipdtesis minimas
es posible obtener cualquier funcién suficientemente suave g, que describa la
dindmica éptima de las variables de estado, de un problema de programacion
dindmica como el que hemos estudiado hasta este momento.

Considere el ejemplo 9 relacionado con las ecuaciones de Euler.

Teorema 7. (Boldrin y Montrucchio). Sea X un conjunto compacto en R
yg:X — X cualquier funcién C?. Sea T'(x) = X Vx € X. Entonces eriste
una funcion de retorno r y un factor de descuento ( tal que (X, T',r, 3) satis-
facen las propiedades usuales y g define la dindmica dptima para el problema
secuencial asociado a (X,T,r,[3).

En otras palabras, cualquier funcién suficientemente suave, por extrana que
sea, es la dindmica 6ptima de alguna economia. El siguiente ejemplo ilustra
el anterior teorema.

Ejemplo 11. (Tomado de Stokey et. al [1989], pdgina 139). Considere la
siguiente ecuacién en diferencias: x;41 = g(z;) = 4z, — 427. Es facil ver que
g:10,1] — [0, 1], y ademds satisface todas las hipétesis del teorema anterior.
La figura 3 deja claro cudles son las dindmicas éptimas de este problema.

El teorema de Boldrin y Montrucchio tiene varias implicaciones interesantes.
De una parte, el teorema dice que el problema tipico que nos hemos propuesto
resolver (i.e. el problema secuencial), donde cada uno de los fundamentales
del problema (i.e. 8,7,g y T') satisfacen las hipdtesis naturales sobre una
economia, no parecen imponer mayores restricciones sobre las dindmicas ob-
servadas en el mundo real (i.e. la funcién de politica h o la dindmica éptima
g). Este es una especie de “andlogo” al teorema de Sonnenschein-Mantel-
Debreu en la teoria del consumidor. Es decir, la forma de modelar propuesta
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hasta el momento es tan general, que puede tener como implicacién cual-
quier cosa, y en ese sentido, puede no ser una teoria refutable. En el caso
del teorema de Sonnenschein-Mantel-Debreu son diversas las soluciones que
se han encontrado que conllevan resultados positivos.®

Por otra parte, el Teorema de Boldrin y Montrucchio implica que es posible
crear ciclos endégenos utilizando modelos deterministicos como los obser-
vados en las economia reales. El ejemplo 11 ilustra de una manera muy

estilizada esta afirmacién. ©
{g. g g% a¥}
1 1
0.5 0.3
0.6 0.6
0.4 0.4
0.z 0.z
1] 0
1] 0.z 0.4 0.6 0.3 1 1] 0.z 0.4 0.6 0.5 1
1 1
0.5 0.3
0.6 0.6
0.4 0.4
0.z 0.z
1] 0
1] 0.z 0.4 0.6 0.3 1 1] n.z 0.4 0.6 0.3 1

Figura 3: Funcién de iteraciones de la dindmica éptima.

E. Ejercicios y soluciones

E.1. Ejercicios

Ejercicio 17. Supongamos que la funcién de retorno instantaneo en el ejem-
plo 9 es creciente en x; y céncava como funciéon de ambos argumentos; de-
mostrar que las ecuaciones de Euler y la condicién de transversalidad II1.5
son condiciones suficientes para que una sucesion resuelva el problema se-
cuencial.

5El lector interesado en este problema puede consultar la entrevista de
www.webpondo.org con el profesor Herakles Polemarchakis:
www.webpondo.org/interviews_9.htm

6Véase la entrevista de www.webpondo.org con el profesor Michele Boldrin.
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Ejercicio 18. Considere el problema de la firma (k; denota el acervo de
capital de la firma):

1 1
( t 2 2
E k bk k k
rgji(t oﬂ (aky 27 20( i ")

ko dado.

1. Dar una interpretacién econémica del problema (véase Stokey-Lucas[1989],

pégina 95).

2. Utilizar las ecuaciones de Euler para encontrar la trayectoria 6ptima
del capital. (Ayuda: la funcién de politica es lineal)

Ejercicio 19. (Sargent [1987]). Utilizando el método de la programacién
dindamica o las ecuaciones de Euler, resolver el siguiente ejercicio.

méxZﬁtu(ct)
t=0
s.a
At+1 < Rt(At—Ct)
Ay > 0 dado,
A, > 0

donde: 0 < B < 1; R~ < 1/8, u(cy) = ﬁcl’a;a > 0.

Ejercicio 20. Algoritmo de Howard (véase Sargent [1987]): hasta ahora, la
principal forma como hemos utilizado el método de la programacion dinami-
ca ha sido para encontrar la funcién valor, mediante iteraciones, y posterior-
mente, la funcién de politica. El siguiente algoritmo, por el contrario, itera
sobre la funcién de politica. La idea es comenzar con una funcién de politica
inicial, que se sustituye en la funcién de retorno. Haciendo la suma, obte-
nemos la funcién valor asociada a esa funcién de politica. Ahora, utilizamos
esta funcién valor y la sustituimos en la parte derecha de la ecuacién de
Bellman y encontramos la funcién de politica que resuelve el problema de
maximizacién de Bellman. Utilizando esta nueva funcién de politica repeti-
mos el proceso hasta que las nuevas funciones de politica sean practicamente
iguales.

La intuicién es muy sencilla. El primer paso consiste en calcular la utilidad
cuando seguimos una funcién de politica arbitraria fija y que no podemos
cambiar en ningun periodo. En el segundo paso lo que calculamos es el mejor
control en t = 0, dado que a partir de ¢ = 1 estamos atados de las manos
y debemos utilizar la regla arbitraria con la que comenzamos. Al repetir el
proceso varias veces, lo que buscamos es que la funcién de politica 6ptima
en t se aproxime a la funcién de politica en ¢ + 1.
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1. Considere el problema de Brock-Mirman:

Z ﬁt In Ct
t=o
S.8 :
¢t + kt+1 = Akta
ko dado.

donde A > 0,1 > a > 0.

Suponga que la dindmica éptima del capital es: ki1 = ho(AkY) pa-
ra una constante hy € (0,1). Aplicar el algoritmo de Howard para
encontrar el hg que resuelve el anterior problema.

2. Consideremos el ejemplo sobre control éptimo lineal. Si comenzamos
con una funcién de politica y = —Fyx, donde Fy es un vector 1 x n,
mostrar que el algoritmo de Howard se reduce a iterar las ecuaciones:

Fiy1 = (R+pBB'P;B) ' (BB'P,A+W')

E.2. Soluciones

Solucién 10 (Ejercicio 17). Tenemos que demostrar que para todo T

T

> By, 77 0) = (@ wea) 2 0

t=0

Ahora,

T

> BN (r(af i) = (@ wen))

t=0

Y

T

Y BN Our(ay, i) - (2] — 2e) + 02}, 2ih) - (271 — @i4)
t=0

y reemplazando 07 (x}, 7, ), utilizando la ecuacién de Euler, la suma an-
terior se vuelve una suma telescopica. Luego, sélo queda el primer término y
el dltimo, pero el primer término es cero porque toda sucesién factible tiene
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el mismo estado inicial. Por lo tanto la anterior sumatoria se convierte en:

Or (2, 2741

T
= 8 0%t41 (:E*TH a xTH)
or(xh 1, 2%, 5)
T+1 T+1>+T+2
= —/B —axt (.’E:}+1 — .TT+1)
> _gT+ Or(TTy1, Tys) 2t
- 3xt T+l
y
lllm . /6T+1 ar(x;-‘rl? x%—‘rQ) .T* — 0
T—o0 8,’L‘t T+1

por la condicién de transversalidad.

Solucién 11 (Ejercicio 19). El problema deterministico es el siguiente:

méxZﬁtu(ct)
t=0
s.a
Ay < Ri(Ar — )
Ay > 0, dado,
donde: 0 < B < 1, Rtlfa <1/8, ule) = ﬁcl_“;a >0

La funcién de utilidad considerada en este ejercicio no cumple con todas las
hipétesis que hemos impuesto al problema pues es no acotada. La hipdtesis
sobre R, sin embargo, garantiza que la funcién valor que vamos a suponer
mas adelante es efectivamente la solucion a la ecuacion de Bellman.

Suponemos que:
v(A) = BA'™

Sustituyendo en la ecuaciéon de Bellman, encontramos:

—

cz

11—«
BAl_a :méx{lc -l—,BB(A—C)l_@Rl—a}

La condicién de primer orden es la siguiente:
¢ =pB(1—-a)(A—c) R

Lo que implica:

Donde k = 3B(1 — a)R'™@
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Sustituyendo en la ecuaciéon de Bellman este resultado y después de algunas
manipulaciones, podemos determinar el valor de B:

(1- (R)")

11—«

B =

La funcién de politica es:
c= (1 _ 61/0& [lea:l 1/04) A

Solucién 12 (Ejercicio 20). Primera parte. Sustituyendo en la funcién re-
torno ¢; en términos de la funcién de politica sugerida, tenemos:

[e%

1—apf

Jo(ko) = B'In(Ak{ — hoAk§) = By +
t=0

In(ko)

Donde By es una constante independiente de ky. Obsérvese que el calculo de
By es irrelevante para calcular la funcién de politica que resuelve el problema
funcional cuando utilizamos Jy (ko) como la funcién valor.

Ahora queremos resolver el siguiente problema:
H}Ca/ix {In(Ak* — k') + BJo(K')}

Que es lo mismo que:

mifx {m(Aka —K)+8 (BO + 1 _O‘a 5 ln(k')) }

Escribiendo las condiciones de primer orden de este problema llegamos a
la dindmica 6ptima del modelo de Brock - Mirman. Es decir, el algoritmo
converge en un paso. Para verificar esto utilizando el algoritmo de Howard,
calcule una funcién de politica mas. Sea:

Ti(ko) =Y B'In(Aky — aBAKY)

t=o

Es facil demostrar que el siguiente problema lo resuelve la misma funcién de
politica anterior:
rr}cz;x {In(Ak* — k") + BJ1(K')}

Luego, hemos llegado a una funcién de politica invariante utilizando el algo-
ritmo propuesto.
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IV

ECONOMIA DINAMICA:
EL CASO ESTOCASTICO

En la teoria desarrollada hasta este momento hemos excluido, por razones
de simplicidad, el carédcter incierto sobre el cual se toman la mayoria de las
decisiones econdmicas. Por esto queremos decir que, en la mayoria de los
casos, cuando los agentes econémicos se ven en la obligacién de tomar una
decisién, ellos desconocen, al menos parcialmente, el ambiente econémico.
Por ejemplo, las decisiones en el campo de la agricultura dependen estre-
chamente del comportamiento climético. Siendo éste un factor impredecible,
los agentes no tienen otra alternativa que planear sus decisiones contingen-
tes a la realizacién de estos eventos aleatorios. Las decisiones en el mercado
bursatil son también altamente inciertas. Comprar o no acciones depende
del comportamiento futuro de los precios, que desde el punto de vista de los
agentes, es bastante aleatorio. Igualmente en la industria, muchas decisiones
de inversién dependen de la tasa de interés o la tasa de cambio, variables
altamente impredecibles. Por esta razén debemos buscar otra forma de mo-
delar el comportamiento racional de los agentes (en el sentido de que ellos
maximizan una funcién de utilidad que refleja sus preferencias sobre las di-
ferentes alternativas), y que tenga en consideracién el cardcter contingente
(o condicional) con el que los agentes deben tomar sus decisiones. Una al-
ternativa es suponer que los agentes maximizan la utilidad esperada de sus
decisiones o, por ejemplo, el beneficio esperado en el caso de una firma.
Aqui desarrollamos este punto de vista y comenzaremos con la estructura
general de estos problemas.!

El primer punto a discutir, que es de vital importancia para nuestro estudio,
es la forma de modelar los eventos aleatorios. Sin entrar en detalles, suponga-
mos que tenemos un espacio de probabilidad (2, F, P), donde € representa
el conjunto de todos los acontecimientos o sucesos posibles que puedan te-
ner alguna relevancia para la actividad econémica; F representa los eventos
(conjuntos de sucesos) que pueden ocurrir y P es la probabilidad (objeti-
va) con la que se realizan estos eventos?. Ahora, estos resultados posibles,
resumidos en el conjunto €2, deben tener una manifestacién muy particular

!Estas notas estdn basadas en el capitulo 2 de Stokey-Lucas [1989].
28e puede hacer una distincién importante entre riesgo e incertidumbre que tiene origen

67



UNIVERSIDAD DE LOS ANDES ¢ FACULTAD DE ECONOMiA

68

Métodos matemaéticos y computacionales en Macroeconomia

en el ambiente econémico bajo consideracién. Mas concretamente, debemos
pensar en la forma como esos resultados afectan el marco analitico sobre el
que se va trabajar. La forma usual de hacer esto es a través de variables
aleatorias definidas sobre este espacio de probabilidad. Mas especificamente,
mediante un proceso estocdstico {et}t:O,m’ que en cada instante t y para
cada realizacion w € €2, nos dice como afecta esta realizacién nuestro marco
analitico. Para el tipo de problemas que consideraremos, el efecto de estas
realizaciones se manifiesta en la dindmica que siguen las variables de esta-
do. En los ejemplos veremos de manera mas precisa la forma como estas
realizaciones pueden manifestarse.

En general, el problema secuencial en un ambiente estocéstico tiene la formas:

(o)
max F Zﬁtr (@, ur)

t=0

Ti+1 g(mt, Ut, 9t+1)

u € TI(zy)

rg € X, dado,
donde z; € R™, uy € R™, X C R", 6; son variables aleatorias con valores en
R'; r es una funcién de X x R™ en R; g es una funcién de X x R™ x Q en X;
I" es una correspondencia de X en R™, y el valor esperado E es con respecto
a la distribuciéon que induce sobre todas las variables la distribucién de las
variables aleatorias #;. Mantenemos la interpretacién usual de las funciones
pero es necesario especificar la estructura del problema de decisién en cada
periodo. Las variables x en este problema van a resumir el ambiente econémi-
co completo sobre el cual se toman las decisiones. Estas son las variables de
estado, que pueden ser de dos tipos: estados endogenos y estados exdgenos
(probablemente aleatorios) y que, cuando sea necesario, los distinguiremos
de la siguiente forma: los estados enddgenos los denotaremos por x; € R"s y
los estados exégenos los denotaremos por z; € R™, donde n = ng + n.. Las
variables 6,1 son variables aleatorias exégenas que suponemos independien-

en los escritos de Keynes [1921] y Knight [1921]. Fundamentalmente la idea consiste en
distinguir una situacién de riesgo, donde la realizacién de un evento es aleatoria pero
con distribucién conocida, como el resultado de tirar unos dados no sesgados, y una
de incertidumbre, en donde la distribucién es desconocida, como el resultado de una
carrera de caballos. Keynes y Knight argumentaban que en las mayoria de las decisiones
econdémicas era mucho més importante la segunda forma de incertidumbre. En este libro
no haremos tal distincién pues siempre invocaremos la hipétesis de expectativas racionales
para resolver nuestros modelos. Una implicacién de ésta es que la probabilidad (subjetiva)
que los agentes econémicos utilizan para determinar la incertidumbre de los eventos es,
en equilibrio, igual a la probabilidad verdadera (objetiva) con la que estos ocurren. Este
es uno de los supuestos béasicos de la hip6tesis de expectativas racionales.

Las consecuencias econémicas de distinguir entre estas dos formas de incertidumbre es
una area activa de investigacion en teoria econdémica. Por ejemplo, para ver sus conse-
cuencias en la teorfa de valoracién de activos, el lector puede consultar Epstein y Wang
[1994].
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tes e idénticamente distribuidas, las cuales son la fuente de la incertidumbre
de la economia.

Por el momento supondremos que el estado inicial zg es un valor especifico
de X. Sin embargo, mas adelante vamos a generalizar al caso en que la
informacion inicial sobre los estados estd dada en la forma de una distribucién
inicial conocida.

Asociado al problema secuencial, tenemos el siguiente problema funcional:

v(wy) = max {r(ze, u) + BEv(g(xe, ur, Or41)]}
u € (xy)

donde E.[.] denota el valor esperado dada la informacién hasta el periodo ¢
(més concretamente, la informacién al comenzar el perfodo ). En nuestro ca-
so, esta informacién corresponde al conocimiento de xg, 1, ..., ;. Obsérvese
que el conocimiento en t de las variables de estado hasta ¢ supone implici-
tamente el conocimiento de todos los controles ug, u1, ..., us—1 (hasta t — 1)
y de todas las variables 6o, 01, ...,0; (hasta t). Al finalizar el periodo, u; es
conocido. Como puede sospecharse a partir de esta formulacién, la teoria
de la programacién dinamica en el caso estocastico se desarrolla de manera
similar al caso deterministico. Esto es verdad, bajo ciertas hipdtesis, con re-
lacién a la equivalencia entre los dos problemas, al método iterativo e incluso
a los métodos numéricos. Como el andlisis formal de la teoria es ligeramente
mas complicado que el caso deterministico y ademds requiere una formacion
sélida en teoria de la probabilidad, en lo que sigue procederemos de manera
informal. Todas las caracteristicas mencionadas del problema presentan difi-
cultades técnicas més complejas que en el caso deterministico, pero no dejan
de estar estrechamente relacionadas. Con el objeto de familiarizar mas al
lector con los problemas estocésticos, los siguientes ejemplos se introducen
como generalizaciones naturales de los ejemplos tratados en los capitulos an-
teriores. Por ahora, vale la pena resaltar una primera diferencia importante
con las ideas desarrolladas anteriormente. Esto es, el andlogo estocéstico al
estado estacionario y la propiedad de estabilidad de los modelos deterministi-
cos. El primer ejemplo nos servird como una introduccién a estas ideas.

A. Modelo basico de crecimiento

El ejemplo tipico es, una vez mas, el modelo basico de crecimiento. Supon-
gamos que la incertidumbre en la economia se refleja en cambios aleatorios
en el sector productivo de la economia. Uno puede pensar en el caso en que
el sector productivo depende de condiciones climéaticas o en el caso en que al
interactuar muchos agentes con informacién incompleta y asimétrica sobre
las condiciones del mercado, éstos tomen decisiones en una direccién u otra,
que en el agregado parecen aleatorias. Més explicitamente, supongamos que
la produccién en esta economia estd sujeta a choques (o perturbaciones)
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estocasticas que alteran la produccion de acuerdo con la siguiente especifi-
cacion:

yr = zef (ke)

donde {z:} es una sucesién de variables aleatorias i.i.d.> Es decir, indepen-
dientes e idénticamente distribuidas. Asi, el problema del agente representa-
tivo es:

méix E Zﬁtu (ct)]
t=0
s.a
kivi = zef (k) —ce+ (1 —90) ke
c,ky > 0

ko, zo dados.

En este ejemplo, la variable de estado endégena es k¢, la variable de estado
exbgena es z;, la variable de control es ¢; y la fuente de incertidumbre es la
misma variable de estado z;. Luego, para expresar el problema exactamente
en la misma forma que el problema secuencial de arriba, introducimos una
variable 6; = z; y de esta manera la funcién de transiciéon g la podemos
identificar como:

(ktg1, ze41) = g(kes 20,6, 0041) = (2o f (k) — e + (1 —6) ke, 04 41)

F(kt,Zt) = {Ct :0 S C¢ S Ztk’ta + (1 — (5) kt}

Si suponemos, como usualmente se hace en la literatura, que log(z;) sigue un
proceso autorregresivo de primer orden: log(z;) = plog(z:—1) + 0¢, entonces
la funcién de transicién g la podriamos identificar como:

(kt+1; Zt+1) = g(ku 2ty Ct,y 9t+1)
= (2ef (ki) — et + (1 = 0) ke, exp (plog (2¢) + O141))

En este caso z; # 0, z; es la variable de estado exdgena y 6, es la fuente de
incertidumbre.

B. Programaciéon dinamica

De la misma forma que en el caso deterministico, la programacion dinamica
en el caso estocastico explota de manera fundamental la recursividad del
problema. Para ilustrar las ideas principales consideraremos una vez mas el

3Por simplicidad, suponemos que E[log(z¢)] = 0.
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modelo de Brock y Mirman, que permite una solucién cerrada. Sin embar-
go, en términos generales, s6lo en casos muy particulares es posible calcular
explicitamente la funcién valor y la funcién politica, lo que hace necesario
recurrir a métodos computacionales. Algunos de estos métodos computacio-
nales estdn motivados por los métodos que expondremos en este capitulo
para el caso estocdstico.

Ejemplo 12. (Brock y Mirman [1972], el caso estocéstico). Supongamos que
el capital se deprecia completamente al final de cada perfodo (§ = 1), que la
funcién de produccién es de la forma f (ki) = z:k$*, donde a € (0,1), y que
la funcién de utilidad es logaritmica. Asi, nuestro problema se transforma
en:

max Z,Bt log (¢t)
t=0
s.a
k‘t+1 = Ztk? — Ct
ko, zo, dado.

Ahora, de manera informal, si utiliziramos el método iterativo para encon-
trar la funcién valor, no es dificil sospechar, después de un par de iteraciones,
que un buen candidato a ser la funcién valor es: v(k,z) = a + blog(k) +
clog(z), donde a,b y ¢ son constantes que debemos determinar. Nos propo-
nemos ahora verificar que en efecto ésta es la forma de la funcién valor. De
la ecuaciéon funcional sabemos que debe cumplir:

a+ blog(k:) + clog(z:) =

p {log(ct) + BE[a + blog(zeky' — ci) + clog(ze41)]}

Claramente la solucién a este problema debe ser interior. Las condiciones de
primer orden implican que el consumo 6ptimo es:

Ztk?
Ct =
14 5b
Sustituyendo en la ecuacién de Bellman es facil ver que a = ﬁ In(1 —

(o4

af)+ % In(af), b= Tam Y C= m son constantes que hacen
nuestro candidato a funcién valor satisfacer la ecuacién de Bellman. Luego,
la funcién de politica es:

e = (1 — Ba)zeky
y la dindmica éptima del capital esta dada por:

kt-i—l = ﬁaztsz‘ (IVl)
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Ahora, como punto de referencia para pensar con relacién al problema de
estabilidad bajo incertidumbre, nos referiremos al ejemplo anterior. Puesto
que la dindmica del capital es un proceso estocdstico, no es del todo cla-
ro en qué sentido el capital converge a un capital de “estado estacionario”.
Una posibilidad natural es que la distribucién que caracteriza la dindmica
del capital en cada instante ¢, “converja” en algin sentido que debemos
especificar a una distribucién ¢, que proponemos como la distribucién que
caracteriza el estado estacionario, invariante a la dindmica de éste (esto es
ciertamente maés general que suponer que la convergencia es a una distribu-
cién concentrada en un punto). Es decir, si el estado inicial de la economia
ko es una realizacién de la distribucién ¢, el capital 6ptimo en el periodo
siguiente debe estar caracterizado por la misma distribucién ¢.

Para caracterizar mejor esta tltima propiedad debemos saber calcular como
evoluciona la distribucion del capital segin la funcién que determina su
dindamica 6ptima y la forma como se va revelando la informacién. Esto es,
la distribucién del capital en ¢t + 1 es:

¢t+1 (b) = P(kt+1 S b) = P(aﬁztkf‘ S b) = P(Ztkta S b/O[,B)

luego, utilizando el teorema de probabilidad total tenemos:

@Hw)/P(aga;ﬂ|ma)mmm>/G(a;ﬂ)mmmx

donde G es la distribucién del choque tecnolégico.

Ahora, sea H (a,b) = P (ki31 <b| ki = a). La funcidn de transicion H la
podemos interpretar como la probabilidad de que en t+1 el capital sea menor
oigual a b, dado que en t el capital era a. Obsérvese que H (a,b) = G(aﬁ%),
que es una distribucién conocida; por consiguiente, podemos expresar la

distribucién del capital en ¢ + 1 como:

b O = [ H(a.b)do, @) (v.2)

En el lenguaje de la teoria de la probabilidad decimos que la dindmica 6ptima
del capital es un Proceso de Markov con funcién de transicién H (a,b). La
ecuacion IV.2 es el anédlogo, en términos de la distribucion del capital, de la
ecuacion IV.1.

Usando este lenguaje, la propiedad de estabilidad consiste en encontrar una
distribucién ¢, “limite” de las distribuciones {¢,}, tal que:

¢@:/mewm»

En este caso decimos que la distribucion ¢ es invariante a la funcién de
transicion H. La distribucion ¢ es nuestro andlogo estocdstico al estado
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estacionario en el caso deterministico. En términos generales es imposible
encontrar el estado estacionario ¢ en forma cerrada. Una vez mas el ejemplo
de Brock y Mirman nos da luces sobre el estado estacionario de un problema
de optimizacién dindmica estocastico.

Ejemplo 13. (Brock y Mirman [1972], el caso estocéstico una vez més).
A diferencia de la exposicién anterior, donde nos preguntdbamos por la
distribucién invariante del capital, ahora, por simplicidad, calcularemos la
distribucién invariante del logaritmo del capital. Luego, supongamos que
In(z) ~ N (0,02). Vamos a mostrar que In (ki) ~ N(u,0%) y que la
sucesion {(Mt70t2)} t:m___de medias y varianzas convergen a constantes [

y @2 respectivamente. Entonces, la conjetura natural es que la distribu-
cién de In (k) converge en algin sentido hacia una distribucién invariante
¢ ~ N (i,5°) (obsérvese que 1 serfa la distribucién invariante del logarit-
mo del capital). Retomando el ejemplo anterior encontramos que la dindmica
optima del capital es:

ki1 = 5042tkta

Tomando logaritmos, tenemos:
Inkip1 = In(Ba) + In(z¢) + aln(ke),
lo que implica:
Inki1 = (14 a)In(Ba) +1n(z) + aln(ze—1) + a?lnks_q.

Luego, si In(ko) ~ N (p9,03) , entonces In(ky) ~ N (p,07) (obsérvese que
esto incluye el caso en que kg es una constante conocida).

Si reemplazamos hacia atras sucesivamente hasta llegar a la primera obser-
vacion de k, kg, encontramos la siguiente expresion:

t t
Inkiq = (Z ai> In(Ba) + Z a'In(z_) + o In kg (IV.3)

=0 =0

Tomando el valor esperado de esta ecuaciéon y teniendo en cuenta la distri-
bucién de z; obtenemos:

Elnkiq] = (Z o/) In(Ba) + o' In kg (IV.4)
=0

Ahora, a partir de la ecuacion IV.3, la varianza V de In k¢4 1 es:

<Z ai) In(fa) + oM Inko + > a'In(z)
i=0 =0

t

Z a ln(zti)]

=0

1% [11’1 kt+1] =V

\%4
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y como z; son variables aleatorias i.i.d, entonces la covarianza entre In(z;) y
In(z;_;) es cero para todo i # 0.* Luego

V [Inke] = (Z oﬂi) o? (IV.5)
=0

Las ecuaciones IV.3, IV.4 y IV.5 implican que In(k;) ~ N (1, 07?), donde

1
e (1 —a') In(Ba) + o't In ko

1
af = -2 (1 — 042(t+1)) o2

Noétese que si a € (0,1), entonces:

In(ag)

m = 1/ p—

Ro= Jmm=To)
2

F = limo2=—"

t—00 t_l—OL2

y ¥ sigue un proceso AR(1) estacionario.

Una pregunta fundamental es si el estado estacionario deterministico del
capital del modelo de Brock y Mirman k*, es igual a la media del estado
estacionario estocdstico, k = E[exp|[¢]]. La respuesta es negativa. Para de-
mostarlo utilizamos la desigualdad de Jensen.® Como la funcién exponencial
es estrictamente convexa (y 1 no es constante) entonces k = Elexp(¢)] >

exp(E[y]) = exp() = ((a) ™7 ) = k"0

Sin embargo, obsérvese que log[k*] = E[¢]. Esto ocurre porque en logarit-
mos el modelo de Brock y Mirman es lineal. El siguiente ejemplo es muy
importante porque llama la atencion sobre el importante papel que cumplen
cierto tipo de no-linealidades en los modelos estocasticos.

Ejemplo 14. (Control Optimo Lineal. Basado en Sargent [1987]). Conside-
remos el problema:

sup F/ Zﬁt(x;th + uy Ruy + 2o, Wuy)

t=0
S.a
Tip1 = Axy + Buy + €t41
xo dado,

4Adicionalmente suponemos que la distribucién de In(ko) es independiente de In(z:)
para todo t.

5Informalmente, la desigualdad de Jensen implica que, si f es una funcién estrictamente
convexa y X es una variable aleatoria entonces E [f (X)] > f (E[X]).

60tra manera de ver esto es utilizando la siguiente propiedad de las distribuciones
log-normales. Si X es una variable aleatoria tal que log(X) ~ N(u,0?), entonces E[X] =
exp(i + 107).
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donde €; es un proceso estocastico i.i.d con media cero y matriz de varianza-
covarianza . El lector puede verificar facilmente que la funcién valor de este
problema es:

tr(PY),

v(z,€) = 2'Pr + . b

donde tr denota la traza de la matriz y P es la misma que tenfamos en
el problema deterministico (i.e la solucién al problema de Riccati). De otra
parte, la funcién de politica es:

u; = —(R+ BB'PB) (BB’ PA+ W)z, = —Fux,

Luego, la dindmica 6ptima estd dada por: 2411 = (A— BF)2z;+€¢41.0Obsérve-
se que la funcién de politica es la misma funcién de politica del caso deter-
ministico. Esta propiedad se llama principio de equivalencia deterministica
y es una caracteristica muy particular de los problemas lineales-cuadrati-
cos y no una propiedad general de los problemas de optimizacion dindmica
estocéstica. El resultado depende de tres caracteristicas de este ejemplo: a
funcién retorno es cuadratica, la dindmica de transicién de las variables de
estado es lineal y Eleryq | 4] = 0.

C. Meétodo de Lagrange y su relacién con el
método de programacion dinamica

La version estocastica del método de Lagrange es una aplicacién de la férmula
de Benveniste y Scheinkman al caso estocastico. Informalmente:

ov (x4) _ or (z¢, h(xy)) n
81;1- 8%,
3E, iav(g(xt,g(xt)ﬁtﬂ)) 89k(xt»}g(xt)»9t+l)] ’
k=1 Tk i

y las condiciones de primer orden del problema funcional son:

n

Or (w1, h(z1)) § 2001, ). O)) Dgi(res ). em)] 0

FE,
au, + BE;

oxy, Ou;

k=1

Obsérvese que para todo %, k tal que x;, xx son variables de estado endégenas
Ogk(ze,h(ze),0t41) =0 y gk (ze,h(ze),0t41) =0 para

ox; Ouj

y exdgenas respectivamente:
todo j.

En lo que sigue serd 1util separar las variables de estado enddgenas de las va-
riables de estado exdgenas. Denotemos por z las variables de estado enddge-
nas y por z las exdgenas. Luego, si g, son las componentes de g que de-
terminan la dindmica de las variables endégenas, x111 = gz (¢, ¢, ut, 141),
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v g las componentes de g que determinan la dinamica de de las variables
exégenas, ziy+1 = g»(zt,0¢4+1), entonces por la observacién anterior podemos
escribir las anteriores ecuaciones como:

Ov (e, 2) O (my, ze, h(xe, 2¢))

+ BE, = 3U($t+172t+1) agm,k(xtaZt»h(mtazt)ng»l) Ci=1,..m,
— oxy, ox;

Y

or (¢, z¢, h(we, 2¢)) +BE, Z $t+172t+1) 09,k (x4, 26, h(Te, 2¢), 0141)

=0
an an ’

k=1

Jj=1,...,m donde (z¢i1, ze41) = (g2 (x4, 2, h(Tt, 2¢), 041), 92 (24, 02 41))-

ov(z? . .
Sea \;; = %, i = 1,...,n, entonces estas dos ecuaciones se pueden
K

reescribir como:

W + BE, [Am . 092 (xf’;;_u:’atm} N =0, i=1,..n,
(IV.6)
W + BE; {/\t+1 .99 (It,gz.u“ t+1)} =0, j=1,...,m (IV.7)
j j

y la dindmica de las variables de estado enddgenas:

Tip1 = o (@7, 26, uf, Or11) (IV.8)

Si A >0y x>0, la condicién de transversalidad es:

lim B'\; - 2 =0
t—o0

Ahora, como tenemos ng variables de estado enddgenas, ng multiplicado-
res de Lagrange y m el nimero de variables de control, entonces en total
tenemos 2ns + m variables endégenas. Por otro lado, tenemos n, condicio-
nes de primer orden para los estados endégenos (IV.6), m ecuaciones para
los controles (IV.7) y ns ecuaciones dindmicas para las variables de estados
enddgenas (IV.8) para un total de 2ns + m ecuaciones. Finalmente, tene-
mos ns condiciones iniciales para las variables de estado endégenas y una
condicién terminal (condicién de transversalidad).

Ar(zt,ze ut .
Cuando = 0, entonces \;; = %; sustituyendo en la segunda

condicién de primer orden obtenemos las ecuaciones de Euler estocésticas.

agm
x
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Al igual que en el caso deterministico, una forma de obtener informalmente
estas ecuaciones es mediante la maximizacién del siguiente lagrangiano:

o0
L = Ei|Y Br(@erir 2e4i ters)
i=0
e}
B | Y Aryira (9o (@eris 2 M@eris 2e4), Orivn), 02 (2, Orpi1)) — Tpig)
i=0
—A¢(24)

Si definimos A; = %, obtenemos las mismas condiciones de primer orden.

D. Ejercicios y soluciones

D.1. Ejercicios

Ejercicio 21. El problema es el siguiente:

o0
max F Z Gt1n Ct‘|
t=0
s.a
Ct + kt-ﬁ-l S Ztk‘?
ko, zo dado,

donde {z:} es i.i.d con In(z;) N0, 0?].

Utilizar el algoritmo de Howard para resolver el problema. (Ayuda: suponga
que la dindmica éptima del capital es de la forma ki1 = ag (2:k*), donde
ag es una constante.

Ejercicio 22. Consideremos la version estocastica del modelo de Long y
Plosser. Es decir, el mismo modelo bésico de crecimiento donde las preferen-
cias son logaritmicas en consumo y ocio (i.e. u(c,l) = vy1In(c) + (1 — ) In(1)),
y el capital se deprecia completamente cada periodo. Suponga que In(z;) =
pln(zi_1) + 64, 6; ruido blanco y p € (0,1).

1. Probar que las trayectorias éptimas son de la forma: ¢; = myzky,
ki11 = moziky', donde 71 y w2 son constantes.

2. Mostrar que el consumo y el producto siguen un proceso autorregresivo
de orden 2 (i.e., AR(2)).

Ejercicio 23. "Este ejercicio es una aplicacién del método de programacién
dindmica al problema de valorar un derivado financiero sobre el precio de

7Agradezco a Juan Dubra por facilitarme este ejemplo.
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una accion. En efecto, el problema es muy facil de plantear y llama la aten-
cién sobre la versatilidad del método de programacién dindmica para atacar
problemas que no tienen exactamente la forma del problema secuencial que
hemos estudiado a lo largo del libro. Supongamos que tenemos un agente
que valora hoy una unidad futura de la moneda local en 1—J1rr, donde 7, la
tasa de interés, es positiva. El instrumento financiero (derivado financiero)
que queremos valorar es el siguiente: supongamos que p es el precio de la
accién de una compania en el periodo ¢t (denominado en unidades de la mo-
neda local) y que en el periodo t + 1 puede ser p + 1, con probabilidad g,
y p con probabilidad 1 — ¢. El instrumento financiero consiste de un papel
que da el derecho a su comprador de comprar una accién a precio unitario
(una unidad de la moneada local) al finalizar el dia en cualquier dia en el
futuro. Esto es lo que se llama una opcién de compra americana a perpetui-
dad sobre el precio de una accién.® El problema consiste en decidir cudndo
se debe ejercer la opcion y cudl es costo ¢ de este instrumento financiero
que haria indiferente al agente entre comprar el derivado o no. Para respon-
der estos cuestionamientos es necesario responder las siguientes preguntas
intermedias.

1. ;Cual es la variable de estado de este problema?

2. Escribir la ecuacion de Bellman.

v(p) =méx{p—1,0E,v}

3. Encontrar la funcién de politica. Esto es, una funcién que determina,
como funcién del precio de la accion, si se ejerce o no la opcién. Ayuda:
Un buen candidato a ser la funcién de politica es fijar un p* tal que la
opcién se ejerce si y sélo si p > p*. La idea es verificar que valor debe
tener p* para que satisfaga la ecuacion de Bellman.

4. ;Cudl es la funcién valor v (p) del problema? Mostrar que satisface la
ecuacion de Bellman.

5. (Cuadl es el costo ¢ que deja al agente indiferente entre comprarla y no
comprarla?

8Las opciones que se encuentran en los mercados financieros tienen una fecha de ma-
duracién. Esto es, un periodo durante el cual el comprador tiene el derecho a comprar
(en el caso de las opciones de compra) o vender (en el caso de las opciones de venta).
Las opciones que se pueden ejercer en cualquier momento entre el momento que inicia
el contrato entre las partes y la fecha de maduracién se conocen como opciones de tipo
americano. Las que sélo permiten ejercer la opcion en la fecha de maduracién se conocen
como opciones de tipo europeo.
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D.2. Soluciones

Solucién 13 (Ejercicio 21). Considerando el algoritmo de Howard, primero
proponemos una dindmica 6ptima del capital:

kipr = ao(ki'z) (1)
donde ayp € [0,1] es una constante

De acuerdo con el algoritmo, tenemos:

Jo(ko, z0) = Eo

> A (kg — ktm] 2)

t=0

Con k11 que cumple la ecuacion 1. Después de algo de dlgebra, la ecuacion
2 queda de la siguiente manera:

Z B In(1 — ag)

t=0

Z G In(z;)

t=0

Jo(+) = Eo + Ey + Ey

> ﬂtaln(kt)l

t=0

Sabiendo que FEy[lnz] = 0 V& > 0, Eg[lnzg] = Inzp; In(l — ap) es una
constante, y que 3 € [0, 1], desarrollando algebraicamente encontramos:

> 1n<kt)] (3)

t=0

In(1 —
Jo() = n(l_gO) +1nzo + aFy

Si actualizamos para t y t — 1 la ecuacién 1 y ademds tomamos logaritmos,
resulta:

In(k;) = In(ag) + aln(ag) + o® In(ki_2) + In(z;_1) + aln(z,_)

Sustituyendo progresivamente tendremos:

t—1

t—1
Ink; = In(ap) <Z ai> + o In(ko) + Zai In(z4_1-4)
i=0

=0

Como « € (0,1) :

1— " t—1 ]
Ink, = ( a )ln(ao)—FOét Inko+» a'In(z-1-4)

11—« -
=0

Reemplazando esta expresién en la ecuacién (3),

In((1—ap))

Jo(+) -5

+1In(z0) +

OéEo

=0

5 (o (122) s S|
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Tomando esperanzas y teniendo en cuenta que o y  son menores que uno,
podemos simplificar algebraicamente esta expresién hasta encontrar:

_ In(1 —aop) Baln(ap) alnk 2—ap
00 =5+ T * Tag + (e e

In(1— 1 -
Sean: Ag = #=5e) + 2oy Ay = 525 entonces:

aln(ko)
1—ap

Jo() = AO + A1 hlZO +

Para continuar con el algoritmo de Howard debemos maximizar:

méx {In (k" z¢ — key1) + BE: [Jo(keg1, 2e41)]}

In (k
=max § In (kf'ze — k1) + BE ( Ao + ArIn (2441) + aln (i)
kiy1 1—af

La condicién de primer orden es:

1

o 1
4 E =0
k2o — ki ’ t{ }

1—af ki

Debido a que z; se conoce en t, podemos eliminar el valor esperado; con
algo de dlgebra obtenemos la dindmica 6ptima del capital similar a la que
habiamos propuesto anteriormente:

kt-l—l = ﬂO{ktaZt (4)

Noétese que hemos llegado a la dindmica del capital que se encontrd en el
problema de Brock y Mirman.

Es facil ver que con una iteracion mas del algoritmo de Howard, volvemos a
encontrar la misma dindamica 6ptima.

Solucién 14 (Ejercicio 22). El problema secuencial es:

méx Fy Zﬁt (ylney + (1 — 4)In(1 — ny))
t=0
kt—i—l = ztkf‘n%_o‘ — Cy¢,

ko, zo dados.

El problema funcional asociado es:

o(k,2) = mixrin(e) + (1 —2)in(L— n) 1 BE[o (K, )]}
< e< zkontTe,
< n<l
K = zk*n'mv —c
In(z) = pln(z)+0
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Iterando:

vo (ky,z) = 0
mix{yIn(c) + (1 - 7)in(1 = n)}

)

<
S
B
N
|

Como la funcién logaritmo es una funcion estrictamente creciente, la solucion
éptima del consumo (c) estd en el extremo, ¢ = k“n'=2,

Ademsds, la solucién para la cantidad de trabajo (n) es interior; porque
In(1)=0y In(0) = —oo luego

vi (k,z) = Oréln'écl{'yln(zkanl_a) + (1 —=y)in(l—-n)}
= Orgnrzliicl{vln(z) + ayin(k) + (1 — a)vin(n) + (1 —y)in(l —n)}

Las condiciones de primer orden son:

(1-a)y (A-9)

_ -0
n 1—-n
y con un poco de algebra se tiene:
no 1=9)7
1—ay
1— -«
—
1—ay

luego:

Sea A1 = (1 —a)~in [(1:732:} +(1—-9)in [11:077] entonces:

vo (k,2) = max {vin(c)+(1—7)In(1—n)+BE [yin(z") + avyin(k")
0< e zkont— + AL
0<n<1 !

donde k' = zk®n'~% — ¢ y como In(z') = pln(z) + &' entonces E [In(z")] =
pln(z). Teniendo en cuenta que en t se conoce z, ki, ny y ¢, entonces:

ve (k, 2) =
max {7ln(c) + (1 = v)in(1 — n) + Bypln (z) + Bayln

0<c< 2kl _
0<n<l [zkanl O‘—c]—&—ﬁfh}
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Las soluciones son interiores y las condiciones de primer orden son:

Y Pay
le] ¢ zkonl-a —¢ =0
(=9 Bary

[n] : i—n Thenioa ¢ (1—a)zkn =0

Resolviendo para el consumo y el trabajo obtenemos:
Zk,anl—a
1+ Ba

_ (1 —a)(1+ap)
l—ay+ayB(l—a)’

por lo tanto:
vz (K, 2) = (1+ Bp+ fa) In(z) + ay (1 + Ba) In(k) + As,

donde As es una constante. A partir de las dos primeras iteraciones parece
obvio que después de n iteraciones la funcién valor es de la forma:

vy (k,2) = aln(z) + ay

> (aﬁ)i] In(k) + A,
i=0

Luego un buen candidato a ser la solucién al problema funcional es una
funcién de la forma:

ary
1—ap

donde a y A son constantes que debemos determinar. Sustituyendo en la
ecuacion funcional y con un poco de algebra se obtiene:

A 171,1{(1&@( ) ))]

v (k,z) = aln(z) + In(k)+ A

1-6 I+a(yg—-v-8

1—'y—aﬂ+awﬂ]
l+a(yB—v-0)

U By g alma) N
T 50 an) [B(Ha(wﬂ@ﬂ)) ]

~
(1—=08p) (1 —ap)

+(1—7)zn[

y la funcién de politica es:
_ «
e = mizeky,

donde:

v(1-a) ))1_“

m:(l_a'@(Ha(vB—’y—ﬁ

82



D. EJERCICIOS Y SOLUCIONES
Alvaro J. Riascos Villegas

La dinamica 6ptima del capital es:

/{Jt+1 = ztkf‘n%_a — Ct

luego:

ktJrl = 7T22tkta
donde: .

1 _ —x
o = v(1-5)

l+a(y—v-5)

Solucién 15 (Ejercicio 23). 1. La variable de estado es el precio de la
accion.

2. La ecuacién de Bellman para este problema es:

v(p) =méx{p—1,0E,[v | pl},

donde E;[v | p] = qu(p+ 1) + (1 — g) v (p)es decir, si usted ejerce la
opcion, obtiene p — 1 de ganancia, pues compra la acciéon a una unidad
y la vende a p; si no la ejerce obtiene el valor presente de la utilidad
méxima de mafana, §E, [v | p].

3. Supongamos que existe un precio de reserva p* a partir del cual se
ejerce la opcién. Sustituyendo en la ecuaciéon de Bellman deducimos
que p* es tal que:

p* = 0Epv+ 1. (Iv.9)

Ahora, por construccién de la funcién de politica, si el precio sube, el
agente ejerce la opcién y, por lo tanto, v (p* + 1) = p*. De otra parte,
si el precio se mantiene constante, el agente es indiferente entre ejercer
o no la opcién. Por tanto:

Epv=qp"+(1—-q)(p*—1)=p"+q—1

Sustituyendo en (IV.9) obtenemos:

0

4. Ya sabemos que para todo p > p*, tenemos que v (p) = p — 1, pues
la opcién serd ejercida. Resta entonces calcular el valor de v (p) para

p<p.
5. Para esto consideremos tres casos

Ejercicio 24. 1. a) p* —1<p < p*. En este caso, estamos a “distan-
cia” 1 de ejecutar la opcién. Es decir, el precio se mantendra cons-
tante o subird. Cuando suba una vez, se ejecutara la opcién. Por
lo tanto, para estos valores de p obtenemos que v (p) es: la pro-
babilidad de que suba en el primer periodo, por la utilidad de
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que suba en el primer periodo més la probabilidad de que suba
en el segundo periodo, por la utilidad de que suba en el segundo
periodo més... y asi para siempre. En féormulas tenemos:

v(p) = ¢@p+(1—q)gd®p+(1—q)?q8p+...
B i=00 - - q5
= qop 2 (1=a)8) == 75 a—gs"

b) p* —2 < p < p* — 1. En este caso, estamos a distancia 2 de
ejecutar. Se pueden seguir dos alternativas: una es calcular las
probabilidades y utilidades de ejecutar dentro de 2, 3, 4 o mas
periodos (en forma similar a lo que hicimos en el literal (a));
otra es decir “ya sé cudl es mi utilidad de llegar a una distancia
de 1 de ejecutar, entonces lo que tengo que hacer es, en vez de
tomar la fecha de ejecucién como nodo terminal, tomo la fecha de
llegada a la distancia 1 como nodo terminal, pues ya sé cuanto es
v en ese caso”. La segunda alternativa es mucho més fécil. Para
comprobarlo trate de seguir la primera, y compare con lo que
haremos ahora. Tenemos que la utilidad de estar a dos pasos de
ejecutar es: la probabilidad de que suba en el primer periodo, por
la utilidad de que suba en el primer periodo mas la probabilidad
de que suba en el segundo periodo, por la utilidad de que suba en
el segundo periodo mas... y asi para siempre. Si estan atentos, esta
ultima oracién es idéntica a la que usamos en (a), pero en férmulas
va a ser un poco distinto, pues ahora la utilidad de que suba en
el periodo i-ésimo no sera como antes la utilidad de ejecutar, sino
que sera la utilidad de estar a un paso de ejecutar. En férmulas

tenemos:
v(p) = qv(p+1)+ 1—q)q52v(p+1)+(1—q)2q(53v(p+1)+...
B =00 - o q(5
= v(p+1)qd 2 (1-a)0) = =773 (1_q)5v(p+1)
qo qo

S T -gsi-(-gs Y

(1—55—@02(1’“)

Otra forma ain mas fécil es notar que para los p que nos interesan,

v(p) =0Ew=0dqu(p+1)+d(1—q)v(p);
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despejando y sustituyendo v (p 4+ 1) de la parte (a) obtenemos:

v(ip) = dqu(p+1)+d(1-q)v(p) = v(p)
dq
= 7175(17@11(])4—1)(:}
oq qé
v(p) = P

1-6(1—q)1—-(1-¢q)¢

¢) p* —n <p<p*—n+ 1. Demostraremos por induccién que para
p en este rango,

0) = (=) -1,

Ya hemos demostrado que se cumple paran =1y n = 2. Ahora
asumimos que se cumple para n — 1 y lo demostramos para n.
Siguiendo los mismos pasos que en (b) obtendremos que:

v(p) = 1_(116_(1)51}(1)—&—1)
qo q6 n—1
- 1—(1—(])5(1_(1_(])5) ((p+1)+(n—1)_1)

B (1—55—@9”@”‘”

como queriamos demostrar.

En conclusién obtenemos que:

p—1 sip>pt=5q+1
U(p): q5 " o * *
—i=gs) P+n—1) sip"—n<p<p'—n+l1

2. c=v(p).
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METODOS COMPUTACIONALES:
EL CASO LINEAL-CUADRATICO

En la practica, tanto el método de programacién dindmica como el método
de Lagrange transforman los problemas de optimizacién dindmica en pro-
blemas equivalentes, pero en ocasiones igualmente dificiles de resolver.! Por
esta razén, muchas veces es necesario recurrir a aproximaciones numéricas y
métodos computacionales que nos permitan resolver los problemas de forma
aproximada. Concretamente en el caso del método de programacion dindmi-
ca, procedimientos para encontrar la funcién valor o la funcién de politica y
en el caso del método de Lagrange, procedimientos para encontrar la sucesion
que satisface las condiciones de primer orden.

La caracteristica principal que comparten todos los métodos de este capitu-
lo es que, de una u otra forma, transforman el problema secuencial en un
problema en el que la funcién retorno es cuadratica y las restricciones son
lineales. Esta tranformacion se hace desde el inicio mismo del planteami-
neto del problema, como en el método de la siguiente seccién o en forma
implicita, como en el método de Blanchard y Khan [1980], donde se linea-
rizan las condiciones de primer orden. Como veremos, esta tranformacion
permite utilizar ténicas relativamente sencillas para resolver los problemas
en forma aproximada pero perdiendo informacién con relaciéon al problema
original o limitando el alcance del andlisis. Por ejemplo, todos los métodos de
este capitulo cumplen con el principio de equivalencia deterministica. Esta
caracteristica limita la aplicabilidad de los métodos cuando se quiere estu-
diar ciertos problemas econémicos donde la incertidumbre en el ambiente
econémico cumple un papel esencial; tal es el caso cuando queremos estu-
diar el motivo precautelativo del ahorro. El proximo capitulo alivia algunas
de estas deficiencias a costa de una mayor complejidad en los métodos y en
los algoritmos computacionales.

Para comenzar, supongamos que queremos resolver el problema secuencial.

Lo que no podemos interpretar como una falla en los métodos. En general, formular los
problemas en formas diferentes, pero equivalentes, permite descubrir nuevas propiedades,
encontrar nuevas interpretaciones, probar nuevos teoremas, etc. En particular, las dos
técnicas que hemos estudiado hasta ahora para resolver el problema secuencial motivan
técnicas numéricas totalmente diferentes para resolver el problema de manera aproximada.

89



UNIVERSIDAD DE LOS ANDES ¢ FACULTAD DE ECONOMiA

90

Métodos matemaéticos y computacionales en Macroeconomia

A lo largo de este capitulo vamos a mantener las siguientes hipotesis que
sirven como guia para determinar si los métodos numéricos son apropiados
para resolver el problema.

1. El problema tiene una solucién de estado estacionario.
2. La solucién de estado estacionario satisface la propiedad de estabilidad.

3. El plan éptimo esta en el interior de T'.

Lo primero que debemos observar es que estas hipétesis son mucho més gene-
rales de lo que parecen a primera vista. La primera condicién muchas veces
se obtiene haciendo un cambio de variable. Por ejemplo, consideremos el
modelo bésico de crecimiento con oferta laboral. En particular, el modelo de
Long y Plosser estudiado en el capitulo 3. Por completitud, lo reproducimos
aqui pero con una ligera modificaciéon. El problema secuencial es:

méxZﬁt('ylog(Ct) + (1 =) log(l —ny))
t=0

S.a .
kesr = k(o) T — ¢

donde ¢, es una variable exdégena que crece a una tasa constante 1. La va-
riable ¢, la podemos interpretar como cambios exégenos en la productividad
del trabajo debido a, por ejemplo, aumentos en el capital humano de la po-
blacién. Es claro que la solucién de este modelo va exigir que las variables
siempre estén cambiando en el tiempo con excepciéon probablemente, del
tiempo dedicado al trabajo, ns. Es decir, el modelo no tiene una soluciéon
de estado estacionario tal como la definimos anteriormente. Sin embargo, si
normalizamos todas las variables por ¢,, con excepcién de n;, es claro que el
problema va a tener una solucién de estado estacionario en las nuevas varia-
bles (de manera mds general, lo que usualmente hay que hacer es algin tipo
de cambio de variables). Para ver esto, sea gy = Z;—‘t donde y es el capital o
el consumo. Entonces, en las variables normalizadas, el problema secuencial
se puede escribir en forma equivalente como:

oo
méxZﬁt(fy log(e:) + (1 — ) log(1 — ny))
t=0
s.a
d@m = (Et> n,” %~

problema que ya sabemos resolver. Obsérvese que, por la forma logaritmica
de la funcién de utilidad, el cambio de variable ha sido particularmente sen-
cillo; no fue necesario cambiar el factor de descuento intertemporal, pero este
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no es siempre el caso por ejemplo, si la funcién de utilidad es del tipo CES.
Sin embargo, esto no hace el problema necesariamente mas dificil (véanse
ejercicios al final del capitulo). Una vez resuelto el problema en las variables
transformadas podemos retornar a las variables originales.

Otro problema relevante con relacién a la hipdtesis (1) es cémo calcular ese
estado estacionario. Como veremos mds adelante, algunos modelos pueden
tener varios estados estacionarios lo cual es de considerable interés en la
literatura econémica. Por el momento nos concentraremos en modelos con un
estado estacionario estable. En general, una forma de calcularlos es utilizando
el método de Lagrange para escribir las condiciones de primer orden. Una
vez hecho esto, mediante un inspecciéon de las ecuaciones, determinamos si
las ecuaciones requieren algun cambio de variable para el cual el sistema
tenga una solucién de estado estacionario. Cuando se resuelve el problema
del cambio de variable, sustituimos cada una de las nuevas variables por una
constante que debemos determinar en estado estacionario. Asi, obtenemos un
sistema de ecuaciones (estatico) no-lineales. Ahora, si encontrar la solucién
analitica resulta dificil, entonces recurrimos a cualquier método numérico
para resolver estos sistemas.

La hipdtesis (2) es una caracteristica del problema que no siempre es fécil
de verificar. Por lo general lo que se busca es una solucién que cumpla con
esa caracteristica y posteriormente verificamos que, en efecto, la que hemos
encontrado es la unica solucién posible. Este procedimiento quedard méas
claro en los ejemplos.

Por 1ltimo, las restricciones que impone I' sobre los planes factibles en oca-
siones no son verdaderas restricciones para el plan éptimo. Por ejemplo, en
el modelo de Long y Plosser, es claro que el plan 6ptimo de consumo no
va a ser igual a cero (por la condicién de Inada) como tampoco igual al
producto total, pues de lo contrario, se reduciria a cero la produccién para
todos los periodos posteriores (un argumento similar muestra que la oferta
laboral nunca es cero o uno). Sin embargo, en modelos como el modelo bési-
co de crecimiento con inversién irreversible en el cual la inversién no puede
ser negativa, las restricciones que impone I" si son importantes; supongamos
que la economia comienza con un capital suficientemente alto, entonces la
dindmica éptima por algunos periodos serfa un nivel de inversiéon igual a
cero. Habiendo hecho estas observaciones, vamos introducir algunos de los
métodos més relevantes para resolver los siguientes problemas.

A. Programacion dinamica

Como mencionamos anteriormente, el ejemplo sobre control 6ptimo lineal es
la base de uno de los métodos mas sencillos para resolver computacional-
mente algunos problemas de optimizacién dindmica.
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A.1. El caso deterministico

oo
méxZﬂtr(zt, ut)

gy
s.a

Ti41 = Az + Buy
rog € X, dado.

Obsérvese que la dinamica de las variables de estado es lineal. De nuevo,
esta restriccion es menos fuerte de lo que a primera vista parece. Cuando
la dindmica de las variables de estado es no-lineal, en ocasiones es posible,
al introducir algunas variables auxiliares de estado o control, sustituir todas
las no-linealidades en la funcién objetivo r. Por ejemplo, en el modelo bésico
de crecimiento el problema secuencial es:

méxZﬁtu(ct)
t=0
s.a
kt+1 = k? + (1 — é)kt — Ct.

Introduzcamos la variable de inversién i; = k{—c; (ésta es una nueva variable
de control). Entonces el problema se puede escribir en forma equivalente
como:

oo
mAax Z Bru(k® —it)
t=0
s.a
kt+1 == (]. - S)kt + ’l:t
que tiene la forma del problema que queremos resolver.

Seay; = (1, xy, ut),, donde por conveniencia hemos aumentado el niimero uno
como una variable de estado constante. Sea y* = (1, z*, u*), una solucién de
estado estacionario del problema anterior (més adelante veremos una forma
general de calcular las soluciones de estado estacionario de un problema de
optimizacién dindmica).

Gracias a la propiedad de estabilidad, podemos utilizar el teorema de Taylor

para aproximar la funcién 7(y;) = 7(x4, us) alrededor de y* por un polinomio
de segundo orden:

m(y) = 7(y") + Vr(y") (e —y*) + %(yt — ") Hi(y") (ye — y")

donde Vr(y*) es el gradiente de la funcion retorno que definimos como un
vector fila y H7(y*) es la matriz hessiana de r. De esta forma, cuando ¢ — oo
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la aproximacién es cada vez mejor. Sea e el vector columna de dimensién
(n+m+1) x 1, con ceros en todas partes excepto en la primera fila donde
tiene el nimero 1. Entonces € Y = yte = 1 para todo t.

Es facil mostrar que la funcién cuadratica:

’

m(y") + VY ) (ye —y*) + 1(yt —y") Hr(y")(ye — y*)

2
se puede escribir como:
y My
donde:
~( % ~( K\, % 1 ! presr oy, %] !
M = elr(y") = Vrly")y" + 5y" Hr(y")y'le +
1 * ~r % * ! ~7 %
SIVrly” )'e' — ey Hi(y") — Hi(y")y"e +eVi(y")] +
1
§H7"(y*)

Es decir, hemos logrado aproximar la funcién objetivo mediante una for-
ma cuadrética. La matriz M es simétrica (si la matriz hessiana lo es) y la
podemos seccionar de la siguiente forma:

_| e W
N

En conclusion, el problema original lo podemos aproximar por un problema
)
que ya sabemos resolver:

r{naxZﬁ < 1 J)t]Q|:;t:|+u;Rut+2[l Z‘t}WUt)

s.a

LT T ][ 8]w

o dado.
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A.2. El caso estocastico

El problema tipico que podemos resolver sin dificultades adicionales es de la

forma:
méxZﬂtr(xt, ut) (V.1)
{u}i=5
s.a
Tep1 = Azxy+ Bup+ei4a

rg € X, dado,

donde ¢; es un proceso estocastico i.i.d con media cero y matriz de varianza-
covarianza Y. En este caso, la idea es hacer una aproximacién de la funcién
retorno, como explicamos anteriormente, y apelar al principio de equivalen-
cia deterministica. Es decir, nos olvidamos temporalmente del proceso &,
resolvemos el problema deterministico e incorporamos de nuevo el proceso
€141 en la dindmica de las variables de estado.

Ejemplo 15. (Brock y Mirman se encuentran con Riccati). Brock y Mirman
en el caso estocdstico, se puede escribir como el problema V.1 si introducimos
una variable auxiliar. Sea x; = ki, e, = (0, t‘)t)l v ug, un nuevo control tal que
kiy1 = uq (i-e., la inversion). De esta manera, el ejemplo de Brock y Mirman
en el caso estocastico es equivalente a:

Zﬁt log(zeaf" — uy)

t=0

maxE

{us}

s.a

] L] [ e )

g € X, dado.

Obsérvese que la solucién general del problema de control éptimo lineal se
puede escribir de la siguiente formas:

ﬁt = H.’/E\t
Tt = MIt +5t+1

donde H=—F y M = A— BF (ver el ejemplo 3).

B. El método de Lagrange: linearizacion

En esta seccion estudiaremos brevemente uno de los métodos més sencillos
e importantes para resolver las condiciones de primer orden que se obtienen
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utilizando el método de Lagrange. La caracteristica fundamental del método
consiste en utilizar el teorema de Taylor, para aproximar las condiciones
de primer orden mediante un polinomio de primer grado, y después aplicar
algun método para resolver sistemas de ecuaciones lineales en diferencias
finitas bajo incertidumbre. Nosotros nos concentraremos en los métodos de
Blanchard y Khan [1980]% y Klein [2000]. Volvamos al método de Lagrange
y retomemos las condiciones de primer orden del capitulo (4):

or(x}, ze,uy)

6.%1‘

—Nie=0,i=1,..n,

s

6 xT *7 b *79
+ BE; {my 9. (21, 21, 0 t“)}

6.%1‘

agw (:L‘?;7 Zt, 'U/z, Ht-‘rl)
8Uj

or(xy, ze,uy)

8Uj

+ BE; |:)\t+1 : ] =0,7=1,..m

* * *
Lit1 = G (@f, 2z, uy, 0r41)

Zey1 = 9z (26, 0141)

y por ultimo una condiciéon de transversalidad.

Obsérvese que las variables de coestado, los A, son forward looking. Es de-
cir, al no conocer su valor inicial, es necesario analizar su comportamiento
asintético para inferir su valor en ¢t = 0.

La siguiente hipotesis facilitara la soluciéon del anterior sistema.

Hipétesis 13. La funcidn g, es independiente de 6,1 y E[6;] =0

Bajo estas hipotesis, las condiciones de primer orden se pueden escribir de
forma compacta como:

E; [Fi(my, 2, A1, Aty ug)] =0 (V.2)
E, [Fa(xt, 2, Mev1,u)] = 0 (V.3)
By (w4, w441, 20,u) = 0 (V.4)
41 — 9z (26, 0141) =0 (V.5)

donde por simplicidad omitimos los asteriscos (*) de las ecuaciones. Su-
pongamos que hemos hecho un cambio de variables adecuado de tal forma
que, en las nuevas variables, existe una solucién de estado estacionario del
sistema deterministico. Es decir, una solucién al problema de optimizacién
deterministico que resulta de reemplazar la variable de estado exdgena z;

2Vaughan [1970] es un procursor de estos algoritmos.
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por una constante.®> Una vez hecho este cambio de variable, existen por lo
menos tres formas comunes de volver a transformar las variables, de tal for-
ma que el estado estacionario sea cero, caracteristica que serd conveniente
en lo que resta de esta seccién. Estas son, principalmente, diferencias abso-
lutas, diferencias relativas y diferencias logaritmicas. El ejemplo 19 ilustra
el procedimiento para el caso de diferencias logaritmicas.

Denotemos por (T, z;, Ur, A¢) las nuevas variables, de tal forma que el sistema
lo podemos escribir como:

By [Fi(@0 20 Ay Ao )| =0

E, [Fg(aat,zt,ml,at)} —0
F3(/x\t7/x\t+172t7at> = 0

Zit1 — 9= (24,0141) =0
donde el vector de cero es una solucién del sistema.

Ahora, si linealizamos F}, Fy, F3 v F4 alrededor del vector de cero obtenemos
un sistema de ecuaciones lineales de la forma:

Fy(Z4, %, B M), M y) = 0 (V.6)
Fy(Zy, %0, B Aega], Gy) = 0 (V.7)
Fy(Zy, Boa1, 50, 1y) = 0 (V.8)
Zie1 — s (31, 0i41) =0 (V.9)

donde, por simplicidad, hemos utilizado la misma notacién para la funciones
linealizadas. Obviamente este proceso supone que el nuevo sistema lineal es
apenas una aproximacion al sistema no-lineal original.

Las anteriores ecuaciones, versiones linealizadas de las condiciones de primer
orden y del teorema de Benveniste y Scheinkman, recuerdan el problema de
control 6ptimo lineal. Por lo tanto, igual que en el problema de control éptimo
lineal, la solucién al anterior sistema de ecuaciones linealizado satisface el
principio de equivalencia deterministica.

Con este marco analitico de fondo, vamos a introducir dos métodos muy
comunes para resolver el sistema de ecuaciones lineales V.6, V.7, V.8 y V.9,
vy que ademds, en las variables transformadas, satisfagan la condiciéon de
transversalidad.

30tra forma equivalente de definir el estado estacionario deterministico es como una
solucién constante del sistema de ecuaciones V.2, V.3, V.4 y V.5, donde 8; se toma como
una constante dada.
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B.1. El método de Blanchard y Kahn

Ahora nuestro objetivo es utilizar la estructura lineal del sistema para eli-
minar los controles de todas las ecuaciones. Obsérvese que a partir de la
ecuacion V.7, en principio, es posible despejar los controles en funcién de
las demds variables (recuerde que este sistema de ecuaciones no es més que
la version linealizada de las condiciones de primer orden en el problema
funcional). Para ver esto, escribamos la ecuacién V.7 como:

Ty

At

Tt41

B [XHI} , (V.10)

Mccat = Mcs |: :| + Mce [zt] + McsO

donde M., M s, M.. y M_.so son matrices con coeficientes reales y

My = [ MZL 0]
Muo = [0 MY ]

csO

Las ecuaciones V.6 y V.8 pueden escribirse conjuntamente como:

Ty

} +Mssl |: N :| - Msclat +Msel [Et] (Vll)

Tt41

Ei[Ais] A

MssO l:
Suponiendo que M, es invertible,* la ecuacién V.10 la podemos utilizar para
eliminar @; de la tltima ecuacién. Un poco de &lgebra matricial nos lleva a
una ecuaciéon de la forma:

Teq1 Ty ~ Wi Wi Ty Qv |2
A~ pr— W -~ = -~ 5

[ B[] } [ At ] QR [ War  Wag } [ At } * [ Qx ] g
(V.12)
donde W' y @ son matrices que dependen de todas las anteriores matrices,

que a su vez dependen de las funciones originales del problema.? Esta es la
ecuacién que resuelven Blanchard y Kahn [1980].

4En general, esto es una consecuencia de la concavidad estricta de la funcién retorno.
Para obtener la siguiente ecuacién también es necesario suponer que la matriz Mgs0 —
MsclM;ClMCSO es invertible.

5Miés precisamente, definamos:

M;;o = MssO — Msc1 * (Mcc)71 * MCSO7
:sl = Mssl - M.scl * (Mcc)_l * Mes
:el = Mse1 + Mse1 * (Mcc)_l * Mee
entonces:

W:_( * )—1* *

ss0 ssl»

-1
Q: ( :SO) * ;el'
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Recordemos que para el problema secuencial, tanto g como zg estan dados.
Ademsds, z; es una variable exégena en principio conocida (o por lo menos
conocido el proceso estocdstico que la genera); luego, en particular, conoce-
mos Zp, 2o y en principio la sucesién z;. Asi, si conociéramos \;, utilizando
la ecuacién V.12 serfa posible generar toda la sucesion de T; que resuelve
nuestro problema. Sin embargo, la determinacion de \; es justamente el ma-
yor inconveniente. Ahora, la idea es utilizar la condicién de transversalidad
de manera que \; sea tal que, al generar una sucesién Z; con la ecuacién
V.12, ésta satisfaga la condicién de transversalidad. En particular, vamos a
buscar una solucién que satisfaga el principio de estabilidad.

Sea p igual a la matriz diagonal con los valores propios de la matriz W
ordenados de menor a mayor en valor absoluto, y P la matriz de vectores
propios correspondientes de modo que p = P~'WP. Haciendo el siguiente

cambio de variable:
T _pa| T
{ At } P [ At ] ’

el anterior sistema dindmico lo podemos escribir como:

5t~+1 _ @ I
{ Ey[Aiy1] } —”[ Y ] + P Q% (V.13)

Nuestro problema ahora es resolver la anterior ecuacion, pues si logramos ha-
cer esto, la solucién en las variables originales se puede reconstruir facilmente
a partir de la relacién:

=L ]

At At Py P At

La ventaja de la ecuacién V.13 es que es un sistema de ecuaciones desaco-
pladas y fécil de resolver, siempre y cuando los valores propios asociados a
las ecuaciones en \; tengan norma mayor a uno. Sea f; la matriz diagonal
de valores propios con norma menor o igual a uno y p, la matriz diagonal

de valores propios con norma mayor a uno. Para hacer la exposicién mas
sencilla, vamos a imponer la siguiente hipétesis.

Hipétesis 14. El numero de valores propios con morma mayor que uno
es igual al nimero de variables no predeterminadas y el numero de valores
propios con norma menor que uno es igual al numero de variables de estado
enddgenas (i.e., variables predeterminadas).

Teniendo en mente esta hipdtesis que utilizaremos mas adelante, podemos
escribir el sistema V.13 de forma equivalente como:
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Tpp1 = 2 + Qa2

Ey P\Vt-&-l} = szt + 7z

Q. 1 Py P
—_p _ 11 172 7
Lor|=pre=[ B2 e
(1 es una matriz diagonal con todos los valores propios con norma menor

que uno y p, es una matriz diagonal con todos los valores propios con norma
mayor que uno.

donde:

Nuestro objetivo es encontrar una solucién estable del problema escogiendo
de manera adecuada la sucesién \; (o equivalentemente, escogiendo de ma-
nera adecuada :\}) Asi, la condicién de transversalidad se cumplirfa trivial-
mente. Para esto, necesitamos alguna hipdtesis sobre las variables exdgenas.
La siguiente hipétesis garantiza que existe una solucién estable que satisface
la condicién de tranversalidad.

Hipdtesis 15. Las variables exdgenas Zyy; y las matrices Qy y pg son tales
que:

lim Y gy VN Fi] = 0
1=0

t—o004

[ee] .
En particular para cada t, la suma infinita Zu;(Hl)Q,\Et [2t1i] existe y es

=0
finita.

Utilizando esta hip6tesis vamos a demostrar el siguiente resultado.

Teorema 8. (Blanchard y Kahn [1980]). Bajo las hipdtesis 14 y 15 existe
una dnica solucion (estable) del sistema V.12 y estd dada por las siguientes
ecuaciones:

-Z/w\ccat = Mcs |: %‘\\t :| + ]/\Zce [/Z\t] (V14)
t

{ o } = W { L ] + Q% + R (V.15)

t+1 t
Xo = PaP3'%o+ (Pay — Por PTlPia) Ao (V.16)
o= = B[R, (V.17)

=0

Zivr = G:(Z,0i41) (V.18)

C/L'\(), 30 dado.
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donde
Mcc = Mcm Mcs = (Mcs + McsOW) 5 Mce = (Mce + McsOQ) .
W= { Wi Wiz ] @: { Qx ]
Py P'Wy Py P'Wig | Py Pi'Q. |’
~ 0
R = _
[ Pyy — Py P! Pry ]

Cuando no se cumple la hipétesis 14 pueden existir infinitas soluciones o
ninguna que sea estable. Si el nimero de valores propios con norma mayor
que uno es menor que el nimero de multiplicadores entonces existen infinitas
soluciones y si el nimero de valores propios con norma menor que uno es
menor que el nimero de multiplicadores entonces no existe una solucion es-
table (para los detalles ver Blanchard y Kahn [1980]). Finalmente, obsérvese
que la inica ecuacién en donde aparece 6441 es en la dindmica de la variable
de estado exdgena.

Demostracion. La ecuacién V.14 es trivial, basta con sustituir la ecuacion
V.12 en la ecuacién V.10. La ecuacién V.15 requiere un poco maés de trabajo.
Obsérvese que, por la ecuaciéon V.12:

. T ~
Tpr=| Wi Wig | { Xt ] + Q22 (V.19)
t
y por la definicién del cambio de variable:
Fer1 = Pufepr + Piadin (V.20)
At41 = PorTepr + Poodegq. (V.21)

Despejando Z:+1 de la ecuacién V.20 y sustituyendo en la ecuacién V.21
obtenemos:

Aet1 = Po PR %1 + (Pog — Por PR Pio) Ay (V.22)
En particular:
Xo = Py P'% + (P22 — Por Py Pro) o
ésta es la ecuacion V.16.

Ahora, al sustituir la ecuacién V.19 en la ecuacién V.22 obtenemos:

~

T

Ait1 = P P} [ Wi Wha | [ 3

! :|+P21P111Qw2t+<P22 — Py P! Pry) Aer1.
t

(V.23)
Las ecuaciones V.19 y V.23 son idénticas a la ecuacién V.15. Falta justificar
la ecuacién V.17.
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Para ver esto, utilizamos el sistema de ecuaciones desacopladas. Del sistema
V.13 obtenemos:

X = py By {Xt-s-l} — 15 "2

luego la sucesion {)\t} debe satisfacer la siguiente ecuacién:

k—1
At = MEkEt {)\Hk} - ZM;(ZH)Q/\Et [Zt44] (V.24)
i=0

Sea,

A = _ZN;(Hl)QAEt[3t+i]~
=0

Entonces, por la hipétesis 15 Xt estd bien definida, th’m Xt = 0 y es facil
— 00

verificar que Xt satisface la ecuacién V.24. En conclusién, las ecuaciones de
la proposicién 8 definen una solucién estable del sistema de ecuaciones V.12.
Que ésta es la unica solucién estable, se concluye de la ecuacién V.24 al
tomar el limite cuando & tiende a infinito en ambos lados de la ecuacién. [

Ejemplo 16. (El caso deterministico general). Supongamos que no hay
incertidumbre, luego Z; es una variable deteministica y por lo tanto:

== g
=0

El punto importante de este ejemplo es que el método de Blanchard y Kahn
puede utilizarse en presencia de choques exdgenos deterministicos de cual-
quier tipo.

Ejemplo 17. (Z; sigue un proceso autorregresivo estacionario deterministico
de orden 1). Supongamos que z; = pz;_1, donde p es una matriz diagonal

que tiene todos los valores propios con norma menor que uno. Este es una
caso particular del ejemplo anterior. En este caso:®

3 - — -1 * * = 7o
Ne=—py (I—p3tp)  (PhQu+ PQy)z=2%

por lo tanto, las ecuaciones que caracterizan la solucién se pueden escribir

SPara ver esto, escribir la ecuacién matricial en términos de cada uno de sus compo-
nentes.
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Ccomo:
Mty = M, [ % ] + M, 2] (V.25)
t

{ ek } - W [ & ] + Q% + Rz (V.26)

Aty1 At
Xo = PauPq'%o+ (Poy — Poi P Pia) Ao (V.27)
Ziy1 = Pzt (V.28)
N o= Z% (V.29)

donde R = RZ.
Esta es la solucién de King, Plosser y Rebelo [2001].

Las anteriores ecuaciones podemos simplificarlas considerablemente para ob-
tener una solucién de la forma (véase ejercicio al final del capitulo):

~ T
Ut N H |: /Z\t :|
t
§t+1 - M Z
Zt+1 2t

La primera ecuacién es la funcién de politica y la segunda es la dindmica

optima de las variables de estado.

Ejemplo 18. (z; sigue un proceso autorregresivo estacionario estocéstico de
o~ o~ .. ’

orden 1). Supongamos que z; = pZ;_1+¢e, er esiid, E[e;] =0, X = F {EtEt}

y p es una matriz diagonal con todos los valores propios con norma menor

que uno. Entonces, es facil ver que la solucién es idéntica al ejemplo anterior,
excepto por la dindmica de la variable de estado exdgenas. Esto es:

atzH[ft}

2t

Zt4+1 Zt Et4+1
donde H y M son las mismas que en el caso deterministico.

Ejemplo 19. Brock y Mirman (estocéstico) se encuentran con Lagrange.

(o]
maxk Bt log(c
i 3 o)
S.a
kt+1 = Ztkta — Ct

ko, dado.
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Las condiciones de primer orden son:
-1
ﬁaEt[)\t+1Ztk’? ] = )\t

1

— — BEA41] =0
Ct
]Ct+1 — Ztk? +c = 0

FEl estado estacionario:

zF=1
E* = (ga)ﬁ
C* (k*)a —k*
.1
A _ﬂc*

Ahora lo que vamos hacer es una transformacién de las variables de tal
forma que en las nuevas variables el estado estacionario sea cero. Esto nos
permitird utilizar el método de linearizacién tal como fue expuesto anterior-
mente. Basicamente, la idea consiste en cambiar cualquier variable z; por
x* exp(¥;), donde T; son las desviaciones logaritmicas de las variables con
respecto a su estado estacionario x*. Haciendo esto obtenemos:

o~

BaE N exp(hesr )z exp(3) (k exp@t))a_l] = X exp(\)

1

m - ﬁEP\* eXp()\tJrl)] =0

k* exp(%tﬂ) — 2" exp(Z;) (k* exp(Et)) + c"exp(c:) = 0.

obsérvese que en las nuevas variables el estado estacionario es cero. Antes
de hacer la linealizacién vamos a simplificar un poco. El sistema anterior se
puede escribir como:

~

EyexpNit1 + 2+ (a — Dky)] = exp(y)
1

m - E[eXP(XtH)] =0

k* exp(ki1) — 2° (k%) exp(Z; + aky) + ¢* exp(€) = 0.

Para hacer la linearizacion utilizamos la aproximacién e* = 1 + = y obtene-
mos:

(Oé — 1)2& + E[Xt_;,_l] - }\\t = 7215 (V?)O)
—& = E[\ g1, (V.31)
ki kyyr — (K aky = —c*6 + (k) % (V.32)
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Obsérvese que en las nuevas variables, el estado estacionario es cero para
todas las variables. Luego:

Mcc:[_l]aMcs:[o O]aMce:[O}aMcsO:[O 1]
0 1 a—1 -1
MssO = |: 0 :| 7Mssl = |: — (k,*)oé 0 :| )

My = [ _OC* ],Msel = [ (,;;a }

y por lo tanto:

2 L)L )L () @)

Es decir:

B.2. El Método de Klein

El método de Klein [2000] es un algoritmo similar al algoritmo de Blanchard
y Kahn para resolver modelos lineales con expectativas racionales. Sin em-
bargo, desde un punto de vista técnico, el algoritmo de Klein supera algunas
dificultades encontradas en la préctica con el método de Blanchard y Kahn.
En particular, en el procedimiento expuesto en la seccién anterior es necesa-
rio invertir algunas matrices para dejar el sistema lineal en forma reducida.
Por ejemplo, es necesario invertir la matriz M}, para poder encontrar la
matrices fundamentales W y @ del método de Blanchard y Kahn. No obs-
tante, no es absolutamente necesario invertir esta matriz para encontrar una
solucién al sistema:

% ’ft+1 * /ft * [
s N = - 3 N + sel [?t] -
ss0 |: Et[)\t+1] :| ssl |: )\t :| 1 [ t]

Klein [2000] resuelve este problema utilizando un tipo de descomposicién
matricial conocido como la forma o descomposicion de Schur”. Este método
es mas general, més facil de implementar y computacionalmente maés efi-
ciente que el método de Blanchard y Kahn. Vamos a exponer una versiéon

"Especificamente, la forma compleja de la descomposicién de Schur. Klein también
muestra cémo utilizar la forma real y sugiere que ésta es computacionalmente més eficiente
que la forma compleja, aunque maés dificil de implementar.
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simple del método que permite muchas aplicaciones y remitimos al lector al
articulo original para el caso més general (Klein [2000]). Especificamente va-
mos a suponer que las variables de estado exdgenas siguen un proceso AR(1)
estacionario.

El método de Klein resuelve sistemas de ecuaciones de la siguiente forma:

Ti4+1 Tt
AEt Zt4+1 = B Zt
Yt+1 Yt

Tey1 — By [re] = §

donde z; son las variables de estado enddgenas, z; son las variables de estado
exogenas y ambas constituyen la totalidad de las variables predeterminadas;
y: son todas aquellas variables no predeterminadas (por ejemplo, variables
de control u; y variables de coestado A;), £, es un proceso exégeno dado tal

que E [{tﬂ] =0, E; [£t+1£;+1} = E y las matrices A y B son cuadradas.

Por simplicidad vamos a suponer que las variables de estado exdgenas siguen
un proceso AR(1) estable:

Zip1 = Azg + 0441,

donde A es una matriz tal que todos sus valores propios son, en valor abso-
luto, menores que uno y 6; son las innovaciones a las variables exégenas z;
que suponemos son independientes e idénticamente distribuidas con media
cero y matriz de varianza-covarianza ..

Vamos a resaltar unicamente dos aspectos que hacen que este método sea
muy util en la practica. Primero, obsérvese que permitimos que la solucién
del sistema sea tal que el prondstico de un periodo de las variables de estado
enddgenas tenga un error. En el método de Blanchard y Kahn este error es
idénticamente cero. En este sentido, el método de Klein es una generalizacién
del método de Blanchard y Kahn. Lo segundo es que la matriz A no tiene
que ser invertible. Desde el punto de vista practico ésta es, sin lugar a dudas,
la ventaja mas importante del método de Klein. En particular, el método de
Klein demanda mucho menos trabajo que el método de Blanchard y Kahn.
Obsérvese que a partir del sistema linearizado:

ﬁ1<§t72t7Et[Xt+l]7/A\t7at) =0 (V33)
Fy(@1, 2, Ee[A4a), @) = 0 (V.34)
F3(@, Beq1, 20, y) = 0 (V.35)
Zia1 — 02 (31,0041) = 0 (V.36)

es muy facil identificar las matrices A, By A.
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El sistema de Blanchard y Kahn es un caso particular.

a7\t—0—1 _ Et ~1 _ W11 W12 jﬁli\t Qz ~
i ] =[5 rem=lw wi (5] +[ &)=

(V.37)
A = [ns+ne+ncs
Wii Qzr Wiz
B - Onexns A Onexncs

War Qn Wa

La solucién que estamos buscando tiene la formas:

_ Lt
th|:Zt]

Ti41 o P Tt 1 0 €t+1
= +
el Lo R TR
En este método, F es el andlogo a H, la funcién de politica, excepto que F
también arroja la dindmica éptima de las variables de coestado (recuérdese

que la variable y puede incluir tanto las variables de control como las va-

riables de coestado). Finalmente, P es el andlogo de la matriz de transicién
M.

Ejemplo 20. (Control Optimo Lineal, basado en Klein [2000])

Consideremos el problema:

oo
sup E Zﬁt(x;th + uy Ruy + 2o, Wuy)

t=0
s.a
l’t+1 = Al't + B’Ll/t + Et+1
xo dado,

donde €; es un proceso estocdstico i.i.d con media cero y matriz de varianza-
covarianza X.

Utilizando el método de Lagrange, las condiciones de primer orden de este
problema las podemos escribir como:

0 0 I $t+1 B 0 A Tt

0 _,BB 0 Et Ut+1 = R 0 W/ Ut

0 BA 0 Aty1 -w I -Q At
Tip1 — By [te1] = e
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Klein ha escrito cédigos en Matlab que implementan esta metodologfa (véase
pagina en internet del libro).

Las siguientes son las hipétesis bésicas para aplicar el método de Klein a
nuestro caso particular. Primero necesitamos invocar el teorema de Schur
(ver Klein [2000]). Denotemos por C' el campo de los nimeros complejos.

Definicién 3. Sean A y B matrices complejas de dimension k X k.
1. Decimos que P : C' — C*** definida por P(z) = Az — B es regular si
existe z € C tal que P(z) es invertible.

2. X es un wvalor propio generalizado de las matrices A y B si existe
z € C*F, 2z # 0 tal que NAz = Bz. El conjunto de valores propios
generalizados lo denotamos por A (A, B) .

Teorema 9. (Schur) Sean A y B matrices complejas de dimension k x k tal
que P(z) = Az — B es reqular; luego existen matrices complejas unitarias Q
y Z de dimensién k x k tal que®

1. QAZ = a es triangular superior.

2. QBZ = b es triangular superior.

3. Para cada i, a;; y b; ; no son ambos cero.

4. MN(A, B) se puede representar como \ (A, B) = {Z“ tbi # O} )

5. Las parejas (ai i, bii);_, , pueden ordenarse de cualquier forma.

Demostracion. Véase Golub y Van Loan [1996] O

Teorema 10. (Klein) Supongamos que:

1. z; es estacionario.

2. P(z) = Az — B es regular.

3. &, es un proceso exdgeno dado tal que E} [ftﬂ} =0y E}; |:§t+1€;+1} =

—_
—
—.

4. No existe A, |\| =1y P(2) =0

Z21 Z22

FEntonces existe una solucion unica al sistema.

5. Zy,1 es invertible donde Z = [ Z1 2 } .

8Una matriz compleja A es unitaria si su conjugada transpuesta es su inversa. Esto es,
—
siA =A"L
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Demostracion. Véase Klein [2000]. O

Ahora vamos a explorar un poco las razones por las cuales el método de Klein
funciona.? Esto es, vamos a construir informalmente la solucién al sistema
de ecuaciones.

Por el teorema de Schur existen matrices complejas () y Z unitarias tales

que QAZ = a y QBZ = b. Definamos la matriz adjunta Z¥ de Z como
/ Lt

ZH =7 Seaw, = Z Zt entonces el sistema de ecuaciones se puede

Yt
escribir como:

(lEt [wt+1] = b ['LUt]

Supongamos que el nimero de valores propios que en norma son menores
que uno es igual al nimero de variables predeterminadas y que el nimero
de valores propios que en norma son mayores que uno es igual al niimero de
variables no-predeterminadas. Los ordenamos de mayor a menor.

Sea,
o = a1l a2 h— bi1 bio
0 a922 ’ 0 b22
7 = {211 212 ],w:[wl }
0 299 w2
Entonces
a2 Ey [wo41] = Doz [wa]
=
by a0 B} [Wo+1] = [way].

Puesto que los valores propios generalizados b§21a22 son menores que uno,
entonces una condicién suficiente para la existencia de una solucién estable
es que wa; = 0. Esto implica:

’

~1
’
donde ™ = — (z22) Z19-

9Basado en notas de clase de Martin Uribe.
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2.
a11Wi t+1 briwy =
-1
W1,t+1 ayy bin [wl,t] =
’ ’ Tt
wl,t+1 (211 +2217T) |: 2 :| .

Esto implica que

Lt4+1
Zt+1

-]

-1

donde

-1
!’ ! _1 ! i
Q= (211 + 2'217T) ary bi (2'11 + 2217T)

La matriz ® se puede simplificar utilizando el hecho de que Z es unitaria
(véanse ejercicios al final del capitulo). Un poco de élgebra nos lleva a las
siguientes expresiones para 7y ®:

—1
™ = 221711

-1 —1
o = 211417 bllzll

C. Dinamica de transicién, impulso respuesta
y simulaciones

Una vez se haya calculado la funcién de politica de un problema dindmico
se pueden realizar por lo menos tres experimentos de mucho interés: calcu-
lar la dindmica de transicién, hacer el andlisis de impulso respuesta o hacer
una simulacién estocdstica de la solucién. Los dos primeros corresponden
a experimentos en ausencia de incertidumbre. Sin pérdida de generalidad
utilizaremos la misma notacién de la secciones anteriores separando las va-
riables de estado en estados enddgenos y exdgenos; denotard las variables
cuyo valor de estado estacionario es cero y supongamos que &, = 0.

En términos generales, la solucién a estos problemas la podemos expresar en
términos de dos funciones: la funcién de politica,

Uy = h(Zy, 2t) (V.38)
y la funcién de transicién,
(@41, Z041) = (92 (X4, 21, Ur, O141) 5 92 (21, 0141))- (V.39)

Ahora vamos a definir en forma general estos experimentos.
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1. Dindmica de transicion: corresponde al caso en que no hay incerti-
dumbre (i.e. ¢ = 0), no hay choques exégenos (i.e. z; = 0) y nos
preguntamos por la dindmica éptima cuando las variables de estado
comienzan por fuera de su estado estacionario (i.e. Z; # 0).

2. Impulso respuesta: corresponde al caso en que no hay incertidumbre
(i.e. 0; = 0), las variables de estado comienzan en su estado estacionario
(i.e. ; = 0) y nos preguntamos por la dindmica 6ptima cuando las
variables de estado exdgenas toman valores diferentes de su estado
estacionario (i.e. z; # 0).

3. Simulaciones: la idea consiste en generar artificialmente series largas
del choque exdgeno 0; y calcular las respectivas series de las variables
enddgenas. Si repetimos este procedimiento varias veces obtenemos
series de cada una de las variables enddgenas, lo cual nos permite
deducir, aproximadamente, la distribucién conjunta de las variables
enddgenas. Esto es lo que se conoce como simulacién de Montecarlo.

D. Ejercicios

D.1. Ejercicios

Ejercicio 25. Demostrar que:

yiMyd(y") = Vi )y -y +
S =) HA ) e — o)

donde M es como se define en la seccién 5.1.1.

Ejercicio 26. Encontrar expresiones para las matrices H y M en términos
de las matrices W, Q, R, M., M s, M., Py Z.

Ejercicio 27. Suponiendo que Z es unitaria, demostrar que:

-1
™ = 221711

-1 -1
o = 211411 bnzll

Ejercicio 28. (Ljungqvist-Sargent [2000]). Considere el siguiente problema:

i S 8 (—(er — b)? — 7i2)
t=0

S.a .
Ct+it +at+1 = (1+T)Clt +yt
Y1 = Pr¥e T+ PaYe—1

Yo, Y—-1, dados,
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donde ¢4,4t,a¢ y y: son el consumo, la inversién, los activos y el ingreso
laboral exdgeno; 7 es la tasa de interés real y b > 0,7 > 0y py,py son
parametros que indican que el ingreso laboral es estable.

Escribir el anterior problema como un problema de control 6ptimo lineal
(Ayuda: es necesario introducir una nueva variable de control para sustituir
la dindmica del ingreso laboral por dos ecuaciones de primer orden. Obsérvese
que el problema ya es lineal y cuadratico, luego no es necesario utilizar ningin
tipo de aproximacién).1®

Ejercicio 29. Considere el modelo de Long y Plosser. Sea 8 = 0,6 y « = 0,4.

1. Resolver el modelo utilizando el método Riccati.

2. Graficar diferentes dindmicas de transicién para ilustrar el teorema de
estabilidad.

3. Repetir la segunda parte utilizando las soluciones exactas al modelo.

4. ;Qué tanto difieren las soluciones exactas de las numéricas?

10Para los siguientes pardmetros (3, 7,b,7, py,ps) = (0,957 07195 -1,30,1,1,2, 70,3), el

problema se puede resolver utilizando la ecuacién de Riccati.
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VI

METODOS COMPUTACIONALES:
EL CASO NO-LINEAL

Los métodos anteriores tienen en comun que las ecuaciones que caracterizan
la solucién del problema secuencial son lineales. Esta caracteristica es cier-
tamente muy importante porque, como vimos, permite implementar por lo
menos dos técnicas diferentes para encontrar la solucién éptima. La prime-
ra, basada en el método de programacién dindmica mediante la ecuacion de
Riccati, y la segunda basada, cuya base es el método de Lagrange utilizando
el algoritmo de Blanchard y Kahn [1980] o su pariente préximo, el método
de Klein. También vimos que estas ventajas de tipo matemaético no vienen
sin ningun costo desde el punto de vista econémico, pues, como observa-
mos, para cada uno de los dos métodos la funcién de politica del problema
estocdastico es la misma que la funcién de politica de su equivalente deter-
ministico. Deberia de ser claro que, desde el punto de vista econémico, esta
caracteristica de las soluciones representa una limitacién cuando el interés
es modelar fenémenos en donde el grado de incertidumbre sobre el futuro es
fundamental. Por ejemplo, el motivo precautelativo del ahorro. Igualmente,
los métodos lineales pueden ser muy poco confiables a la hora de hacer anéli-
sis de bienestar. Varios autores han mostrado que las no-linealidades pueden
desempefiar un papel determinante en las comparaciones de bienestar (véase

Kim y Kim [2003]).1

El principio de equivalencia deterministica asi como las dificultades para ha-
cer comparaciones de bienestar no son las tnicas limitaciones de los métodos
anteriormente expuestos. Otra limitacién muy importante es el supuesto de
interioridad de los planes Optimos y la diferenciabilidad de la funcién de
politica en el espacio de estados enddgenos. Por ejemplo, supongamos que
en un modelo dindmico en donde los agentes se pueden endeudar existe una
restriccién exdgena sobre el nivel de endeudamiento o los agentes estan obli-
gados a tener algin colateral (capital fisico) como respaldo de sus deudas.
En estos modelos, dependiendo del estado y los choques exdgenos a la eco-
nomia, las soluciones 6ptimas se dan en las “esquinas”, algo muy similar a
las soluciones de esquina en los problemas de optimizacién estatica, como en

ISpurious welfare reversals in international business cycles. Journal of International
Economics [2003].
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la teorfa del consumidor (véase més adelante el modelo béasico de crecimiento
con inversién irreversible). En estas circunstancias, no podriamos garantizar
que la funcién de politca es diferenciable en todas partes y pondriamos en
duda la validez de los métodos numéricos expuestos hasta el momento (el
supuesto de diferenciabilidad de la funcién de politica estd implicito cuando
hacemos las linealizacién del sistema dindmico que caracteriza la solucién).

Afortunadamente, los métodos de programacion dindmica y el método de La-
grange ofrecen otras alternativas un poco mas complejas pero que permiten,
en principio, resolver de manera aproximada el problema de optimizacién
con el grado de precisién deseado.

El costo que debemos pagar por la utilizacién de estos métodos es la com-
plejidad y el tiempo cumputacional. Los tres métodos que expondremos con-
tienen la idea fundamental de la gran mayoria de métodos en la literatura.
Su caracteristica fundamental es que no recurren a ningun tipo de aproxi-
macién lineal o cuadritica de las funciones relevantes (funcién objetivo y
dindmica de transicién) del problema de optimizacién. Comenzaremos por
el arquetipo de los métodos numéricos utilizados para resolver problemas de
optimizacién dindmica en tiempo discreto.

Finalmente, pero no menos importante, en este capitulo haremos una intro-
duccién a las ideas principales que surgen cuando tenemos varios agentes
distintos resolviendo problemas de optimizacién interrelacionados. Este es
el caso tipico de los modelos de equilibrio general dindmico en presencia de
agentes heterogéneos. La importancia del tema no es facil de cuantificar.
Los métodos computacionales en la actualidad apenas estan comenzando
a hacer curso en la literatura econdémica aplicada constituyéndose en una
herramienta fundamental de anélisis.

A. Programacion dinamica: discretizacion del
espacio de estados

A manera de motivaciéon consideremos el modelo bésico de crecimiento con
inversién irreversible y funcién de utilidad instanténea logaritmica. Esto es,
el modelo es idéntico al modelo béasico de crecimiento pero con la restriccién
adicional de que la inversiéon no puede ser negativa. Adicionalmente, supon-
gamos que los choques de productividad siguen un proceso de Markov de
orden uno, de S estados (i.e., z € {21, ..., 25}) ¥y con matriz de transicién P.
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El problema secuencial que queremos resolver es:

max F Zlog (ct)l
t=0
¢ + kt+1 — (1 — (S)kt = Ztk?
kivi—(1—0)k > 0
kiee > 0
ko dado.

Puesto que la restriccién de no negatividad de la inversion en ocasiones va a
darse con igualdad, entonces no resulta inmediato cémo adaptar el método
de Lagrange anteriormente expuesto. Conceptualmente, el método de pro-
gramacién dinamica se aplica sin ninguin problema en una gran cantidad
de situaciones. La dificultad, sin embargo, radica en el problema que se va
resolver en cada una de las iteraciones. Méds especificamente, en la n-ésima
iteracion es necesario resolver el siguiente problema de maximizacion:
vn(k,z) = mix {log(c) + BE [v,_1(K, )]},
0<c<Lzk

donde v,,_1 es la funcién calculada en la iteracién anterior y ’ denota la varia-
ble del siguiente periodo. El principal obstaculo radica en que este problema
de optimizacion estatico puede tener su solucién sélo en las esquinas y, por
lo tanto, dificulta el calculo de la funcién v,. Adicionalmente, si el espacio
de estados exdégenos fuera continuo, el operador de expectativas seria una
integral que, como es bien conocido, requiere métodos numéricos compu-
tacionalmente intensivos para su calculo. Este ultimo problema lo hemos
mitigado suponiendo desde el comienzo que la variable de estado exdgena
z sigue un proceso markoviano de S estados. Luego, nos queda por pensar
cémo calcular eficientemente el valor méximo en cada iteracién. Una alterna-
tiva muy potente en problemas en donde el nimero de estados no es grande,
menores o iguales a 2, es discretizar el espacio de estados y restringir las
variables de estado a estar en un grid que podemos hacer mas y mas fino.
En el caso del problema anterior, supongamos que k sélo puede tomar un
numero finito de valores A en [kmm, kmax), ki = kmm + (1 — 1)%,
i = 1,...A, donde kni ¥ kmsx deben ser escogidos de tal forma que, da-
do ko y 2o, la sucesién éptima esté contenida en el intervalo [kmm, kmax], ¥
% es la distancia entre cada dos estados consecutivos. Obsérvese que
cuando A — oo la distancia entre estados converge a cero. Denotamos por

[kmin, kmax) o €l conjunto {k1,...,ka} (e.g., [kmm, kmax] A = {k1, ..., ka}).

Entonces, la idea es aproximar el problema original mediante el siguiente
problema:
va(ki,zs) = méax  {log(zsky — (K" — (1= 0)ki)) + BE [va(K', 2]},
k/EF(ki,ZS)
donde

T (k,2) = {k' € [kmnns kmax] - &' — (1= 8)k >0y 2k — (K — (1 — 8)k > 0}.
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Asi, es nuestra esperanza que, si va y ha resuelven la anterior ecuacion
de Bellman, entonces cuando A — oo estas funciones converjan a aquellas
que resuelven el problema original. Utilizando la estructura markoviana del
proceso exégeno, la anterior ecuacién de Bellman es equivalente a:

s
va(ki,2zs) = méx {log(zskf‘ — (K — (1 =¥8k)) + ﬁZPs,s/UA(k', zs/)} .

k' €T (ks,2s) !

Ahora, en esta 1ltima forma, este problema puede ser facilmente implemen-
tado en un computador.

B. El método de Lagrange: aproximacion de
segundo orden

En esta seccién vamos a estudiar una forma de aproximacion muy util y que,
comparada con los otros métodos no lineales, es muy facil de implementar.?
El tipo de sistemas de ecuaciones que buscamos resolver tiene la siguiente
forma:

Et [F(yt+17yta‘rt+17xt7Zt-‘rlﬂzt)] = 0 (Vll)
zip1 = Az +ome
o, 29 dados.

donde ;41 es i.i.d, de soporte acotado, media cero, matriz de varianza co-
varianza igual a la identidad; 1 es una matriz conocida, o es un parametro
de escala conocido y todas las demads variables tienen el siginificado usual. F'
tiene n+m componentes y puede ser una funcién no lineal. Nuestro objetivo
es encontrar soluciones del tipo:

Yt - h(l‘t,Zt,U)
x ~ -
[ s ] = g(x4, 2,0) +one
Zt4+1

donde 1 = [ 2 } y hemos utilizado h y ¢ para diferenciar las soluciones de
la funcién de politica y de la funcién de transicién hasta ahora utilizadas.

Luego, por definicién, para todo (z, z,0) :

2Véase Schmitt-Grohe y Uribe [2004].
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F(x,z,0)=
E[F (R (G (2,20) + 07, 0) B (2,2,0) ,§ (3, 2,0) 07’2, 2,0) | (VI2)
=0

donde ' representa variables el préximo periodo. En particular, todas la de-
rivadas de F' con relacién a cualquiera de sus argumentos (y de cualquier
orden) son cero en cualquier punto que se evalien. Vamos a utilizar este
hecho para encontrar aproximaciones de primer y segundo orden a h y g que
resuelvan aproximadamente el problema VI.1.

Obsérvese que, cuando &, = 0, el sistema de ecuaciones que resuelve el méto-
do de Klein es un caso muy particular de este problema en el que la funcién
F es lineal.

Ciertamente, el ejemplo mas importante para nosotros es el que se deriva
directamente de las condiciones de primer orden del método de Lagrange.

Ejemplo 21. Antes de hacer la linearizacién de las condiciones de primer
orden en el método de Lagrange observamos que éstas se pueden escribir de
la siguiente forma

Ey [Fy (@4, 26, Mg1, Aty ug)] = 0

Ey [Fo(ws, 26, A1, ut)] = 0
Fg(l‘t,J?t_A,_th,Ut) = O

Zi41 — 92 (26,0¢41) = 0

en donde hemos utilizado la hipdtesis 13. Si g, se puede escribir como

gz (2t,0141) = Azt + oneryq, entonces las condiciones de primer orden del
método de Lagrange son un caso particular del problema que queremos re-
solver (en particular, obsérvese que y; = (us, At)).

Supongamos que (y*, z*,0) es una solucién de estado estacionario del sistema
deterministico. Puesto que en lo que resta de esta seccién todas las varia-
bles de estado, endégenas o exdgenas, van a desempenar un papel simétrico,
utilizaremos x; para denotar el vector de todas las variables predetermi-
nadas (x¢,2¢). En particular, denotamos la solucién de estado estaciona-
rio determinfstico como (y*,z*). Por lo tanto, se cumple y* = h(z*) y
Tt = §($*) + Uﬁ€t+1~

B.1. Aproximacion lineal
Vamos a mostrar que existen funciones lineales h y g que, al componer con
F, resuelven aproximadamente el problema, y que se pueden expresar como

un caso particular de:
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seg] = e ]+ (5t e
]

donde, por definicién, h (z*,0) =y*y g (z*,0) =z*;y B (z*,0), he (z*,0),
9z (*,0) vy go (*,0) son matrices constantes que debemos determinar.

Sustituyendo estas ecuaciones en F y conociendo que todas sus derivadas
son iguales a cero, es facil identificar hy, hy, gz, §» (donde hemos omitido
(z*,0) por simplicidad en la notacién). De hecho, se puede demostrar que
si la solucién al problema original es tnica, entonces EU =g, = 0y, por
lo tanto, la solucién lineal al problema es independiente de la varianza del
proceso exégeno. Resumimos esta discusién en la siguiente proposicién.

Proposicion 7. Ezisten funciones lineales de la forma anterior que, com-
puestas con F, aproriman a F. Mds ain, éstas se pueden expresar como:

e =156 |+ [ 560 e

Para determinar h,(z*,0) y g,(«*,0) utilizamos el hecho de que todas las
derivadas de F son iguales a cero (todas las derivadas de F' son conocidas en
(2*,0)). A manera de ilustracién veamos cémo se demuestra que h,(z*,0) y
i _ 9F*
J T Oy
mos una notacién similar para las otras funciones, h, g y F'; y las derivadas,
con respecto a i/, ©’, x y 0. También utilizaremos la siguiente convencién pa-

go(2*,0) son cero. Utilizaremos la siguiente notacién: [F)] y utiliza-

Ty Ty
; foa 3 i a _ IF" OF™ i a _ AF" OF™
ra ciertas sumatorias.” [Fy], [F}]; = Oya Dy (Fyl, [Fa]; = Bue 5
a=1 a=1
Ny Ng
i o B — OF' 9F* 9F” is ién s i
v [Fylg Falg [For]y = E Dye Duy BT La misma convencién se aplica pa-
a=18=1

ra todas las otras posibilidades. Utilizando esta notacién se puede demostrar
que (véanse ejercicios al final del capitulo):

(B = IR 5 0o + [ ol + IR o]” + [FTy )
= 0

Obsérvese que este sistema de ecuaciones es lineal y homogéneo de grado
en uno hy(z*,0) y g,(z*,0) luego, h,(z*,0) = 0y go(z*,0) = 0 son una
solucién del sistema.
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B.2. Aproximacion de segundo orden

La estrategia para la aproximacién de segundo orden es similar. De nuevo,
la idea es proponer funciones h (z,0) y g (z,0) de segundo orden y mostrar
que, excepto por una constante, estas funciones son independientes del factor
de escala o.

Vamos a mostrar que existen funciones lineales h y g que, al componer con
F, resuelven aproximadamente el problema y que se pueden expresar como
un caso particular de:

sen ] = L5
+

g )
S5 itte Je-e
rgleel [ o) oo
1 { hoo(z*,0) } 2
2| Joolx*,0)

donde h (z*,0) = y* y g (2*,0) = z* por definicién; y he (z*,0), he (z*,0),

9o (2%,0), go (*,0), hyo(2*,0), hox(2*,0), Guo(z*,0), Goz(z*,0), hyr(z*,0),
Gz (2%,0), hoo(2*,0) ¥ Goo(x*,0) son matrices constantes que debemos de-
terminar. Un argumento similar al utilizado en el caso lineal permite de-
mostrar que podemos escoger h, (z*,0) = 0, g, (*,0) = 0, hye(x*,0) = 0,
hoa(2*,0) = 0, Gao (z*,0) = 0 y Goe(z*,0) = 0. Resumimos esta discusién en
el siguiente teorema, el resultado principal de Schmitt-Grohé y Uribe [2004].

Teorema 11. Ezxisten funciones de sequndo orden que, compuestas con F),
aproriman a F. Mds aun, éstas se pueden expresar como:

] = [ ][ e
ryte=a [ et e
3 sty |

Por lo tanto, la solucién de segundo orden difiere de la solucién en el caso
deterministico por una constante, %hw (*,0)0? para la “funcién de politica”
y %'g}g (r*,0)0? para la “funcién de transicién” de los estados endégenos.

121



UNIVERSIDAD DE LOS ANDES ¢ FACULTAD DE ECONOMiA

122

Métodos matemaéticos y computacionales en Macroeconomia

B.3. El método de Lagrange:
expectativas parametrizadas

Vamos a ilustrar las ideas principales del método de expectativas parametri-
zadas por medio de un ejemplo.? De nuevo, el modelo bésico de crecimiento
en el caso estocastico. Recordemos las condiciones de primer orden del méto-
do de Lagrange:

u'(cr) = BE[u (cri1) (zf (kis1) +1 - 0)]
kivi = ziflke) + (1 —=0) ki —
log(z41) = plog(zt) + Ors1
ko, 6o dado.

La idea fundamental es la siguiente. Queremos aproximar el operador de
expectativas (i.e., la parte de la derecha de la ecuacién de Euler) por una
funcién polinomial con ciertos pardametros que sea lo suficientemente general
para aproximar cualquier funcién “bien” comportada y que al mismo tiempo
sea computacionalmente manejable. Obsérvese que la funcién de politica es
una funcién dnicamente de los estados. Luego, por la ecuacién de Euler,
el operador de expectativas, E; [u (¢i41) (zef'(kt+1) + 1 —9)], lo podemos
escribir como una funcién de los estados de la economia k; y z;.

En ese orden de ideas, lo primero es encontrar un conjunto de parametros @
tal que:
¥ (ke 20) = By [u' (cet1) (2f (ki) +1 = 0)]

donde v (k¢, z;;w) es una funcién que depende tnicamente de los pardme-
tros w y que aproxime bien cualquier funcién bien comportada. Puesto que
Y (kt, z¢;w) > 0 entonces un buen candidato es:

Y (kt, ze;w) ~ exp (P, (log(kt),log(zt); w))

donde P, es un polinomio de grado n en log(k:) y log(z:). En particular,
vamos a ilustrar el procedimiento con un polinomio de grado 1. Concreta-
mente,

Py (log(kt),log(z:); w) = log(wy) 4+ w2 log(kt) + w3 log(zt).

Luego el problema fundamental es calcular @. A continuacién exponemos el
algoritmo del método de expectativas parametrizadas utilizando regresiones
no-lineales (RNL).?

1. Sea ¥ = (w17w2,w3) un candidato inicial (esta escogencia es, por

supuesto, bien importante, una posibilidad es utilizar como valores

4Véase Den Haan y Marcet [1990].
5Véase Heer y Maussner [2005] para un algoritmo que no utiliza RNL.
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iniciales la solucién del modelo de Brock y Mirman) y {2:},_,
realizacion lo suficientemente larga (qué tan larga quedard claro més
adelante).

2. Calcular la sucesién {c¢; (w°), kip1 (w®) V=0 7 consistente con (si es
s i+ )
preciso utilizar algun método no lineal para resolver el sistema de ecua-
ciones):

u(er) = B (ke 2;0°)
th(kt) + (1 - 5) kt — Ct

ki1
3. Definir el operador S tal que:

S (w) = argminEy | (v (crp1(w)) (e f (ker1(w)) +1 = 8) — b (key 25 0")

W’

4. Intuitivamente & es un punto fijo del operador S. Debemos ahora
aprender a calcular el punto fijo y para eso es necesario que apren-
damos a resolver eficientemente el problema de optimizacién anterior.%

5. (Solucién al problema de optimizacién). Obsérvese que el problema
de minimizacién anterior es equivalente a estimar una RNL en donde
la variable dependiente es ' (ci41(w)) (zef/(kty1(w)) +1 —98) v las
variables independientes son log(k;) y log(z:).

Existen métodos bastante conocidos para realizar esta estimacién en
forma eficiente.

6. (Célculo del punto fijo). Para calcular el punto fijo utilizamos el si-
guiente procedimiento conocido como homotopia. Sea A € (0,1] un
parametro de velocidad de ajuste y calculemos la sucesion:

W' = (1= A)w™ 4+ AS (W")

Luego, si A es igual a 1 tenemos una velocidad de ajuste alta que nos
recuerda las iteraciones de una contraccién, pero corremos el riesgo
de que la sucesién no converja. © Entonces nuestra esperanza es que

W= lim w".
t—o0

Esta es la idea fundamental del método de expectativas parametrizadas.

Ahora, vistos los métodos en perspectiva, el lector podré reflexionar sobre
algunas de las ventajas y desventajas que saltan a la vista. El primer méto-
do es particularmente til cuando la dimensionalidad del problema es baja
(en términos de la totalidad de variables estado). Teéricamente, este método

6Véase Heer y Maussner [2005] para entender la conexién con los modelos de raciona-
lidad limitada o aprendizaje.
"Para este caso particular, la secuencia converge para A = 1.

)2
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es el més general (afirmacién que debemos cualificar cuando el objetivo es
resolver modelos de equilibrio general en donde, ciertamente, este método
resulta mas engorroso que sus competidores; véase la ltima seccién de este
capitulo) y en particular, es el mds facil de implementar en presencia de
soluciones de “esquina” o, cuando sospechamos que la funcién de politica
no es diferenciable. El segundo método es bastante facil de implementar sin
importar la dimensionalidad del problema; es mucho mas facil que el pri-
mero cuando buscamos resolver problemas de equilibrio general pero no es
conveniente en el caso de soluciones de esquina.® El tercer método es relati-
vamente facil de implementar (entre el primero y el segundo), es facilmente
adaptable a problemas de equilibrio general pero puede sufrir del problema
de dimensionalidad del primer método.”

C. Ejercicios

C.1. Ejercicios

Ejercicio 30. Mostrar que

[B] = 150 3 ool + B 1L o) + (B o] + (B )"
= 0
1 = 1,.n

donde todas las derivadas estdn evaluadas en el estado estacionario (z*,0).
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8Independientemete de si podemos escribir las condiciones de primer orden para un pro-
blema con soluciones de esquina, una aproximacién por funciones diferenciables (cuadrati-
cas) a la solucién no es probablemente apropiado.

9Con relacién a las soluciones de esquina, su adaptibilidad depende del uso adecuado
del método de Lagrange. Una vez hecho esto es, en principio, facil de implementar con
funciones no diferenciables. Véase Heer y Maussner [2005] para una aplicacién al modelo
bésico de crecimiento con inversién irreversible.



VII

PROBLEMAS NO RECURSIVOS Y AGENTES
HETEROGENEOS

A lo largo del libro, principalmente en los primeros capitulos, hemos resal-
tado la importancia de la recursividad del problema de optimizaciéon para
la aplicacién de los métodos de solucién, en particular para el método de
Programacién Dinamica. Esto quiere decir, intuitivamente, que el problema
que los agentes enfrentan hoy es equivalente al problema que enfrentan en el
futuro una vez controlamos por el conjunto de informacién disponible en los
dos periodos. Sin embargo, en muchas situaciones, el problema en cuestiéon
no es un problema recursivo. Un ejemplo importante que estudiaremos en
este capitulo es el llamado problema de Ramsey, en el cual, sujeto a que
las asignaciones de recursos sean un equilibrio competitivo y que la politica
de tributaciéon permita financiar el plan de gastos del gobierno, éste debe
escoger la politica tributaria que mayor bienestar le brinde a la sociedad.
Otros ejemplos importantes aparecen en situaciones en donde los agentes
estan sujetos a restricciones de compatibilidad de incentivos. Por ejemplo,
supongamos que un pais puede decidir si entrar o no en cesacién de pagos. En
caso de que lo haga, los inversionistas extranjeros lo castigaran excluyéndolo
indefinidamente del mercado de capitales internacional. Decimos que su de-
cisién es compatible en incentivos si el bienestar del pais bajo esta decisién
es mayor que el bienestar maximo en autarquia. La caracteristica principal
de estos problemas es que las restricciones sobre las variables de control de-
penden de las variables futuras que, a su vez, dependen de las decisiones que
se tomen hoy.

De otra parte, en todos los métodos de optimizacion introducidos asi como
en los métodos computacionales, hemos supuesto que hay un agente inico o
planificador central que optimiza. Es decir, hemos desconocido que en mu-
chos problemas de interés realmente tenemos varios agentes que optimizan y
las decisiones de unos afectan las decisiones de los otros. Esto puede ocurrir
al menos de dos formas que estudiaremos mas adelante. En la primera de
ellas pueden existir varios problemas de optimizacién en el que las restriccio-
nes de los agentes dependen de variables endégenas y exdgenas al problema
de todos ellos, que a su vez dependen de las decisiones de los demés pero que
son tomadas como dadas en el problema individual de optimizacién. Una vez
los agentes resuelven su problema individual, contingente al valor que estas
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variables tomen, las variables enddgenas se determinan mediante restriccio-
nes adicionales de consistencia. Por ejemplo, en el marco de la teoria del
equilibrio general, las variables en cuestién se refieren principlamente a los
precios de bienes y factores y las restricciones de consistencia se refieren a
las condiciones de equilibrio. Sin embargo, excepto por esta atomizacién del
problema, los agentes pueden ser idénticos. En este sentido, el problema no
es el de agentes heterogéneos pero si el de multiples problemas de optimi-
zacién atados mediante algunas relaciones de consistencia. En este capitulo
haremos una breve incursion a este problema sélo con el &nimo de aislar sus
caracteristicas especificas, que también apareceran cuando introduzcamos el
caso de agentes heterogéneos.

Finalmente, la otra forma importante como pueden resultar varios problemas
de optimizacién es en el caso en que los agentes son heterogéneos. Es decir,
consumidores o firmas que tienen preferencias, dotaciones o tecnologias dis-
tintas o, por ejemplo, que estén sujetos a choges exdgenos idiosincraticos.
Todos los métodos estudiados anteriormente pueden adaptarse para resolver
este tipo de problemas, aunque su extensién a este caso no es trivial y por
lo general, es computacionalmente compleja. En efecto, el problema de la
dimensionalidad del espacio se vuelve casi inmanejable en muchas circuns-
tancias, aun con las capacidades de los computadores modernos. Una vez
mas, la diferenciacién entre soluciones de estado estacionario y soluciones
por fuera del estado estacionario son determinantes a la hora de plantear el
problema y el método de soluciéon. En este capitulo nos vamos a restringir
al caso més sencillo que consiste en encontrar la solucién a un problema con
agentes heterogéneos en estado estacionario. Esta es en la actualidad una
area de investigacion muy promisoria en economia, que ha tenido un auge
importante gracias al desarrollo de métodos computacionales mas eficientes
y computadores mas rapidos que los de hace unas décadas. A pesar de la im-
portancia del tema, haremos apenas una introduccién que prepara y abre los
ojos del lector a un universo nuevo de herramientas matematicas y compu-
tacionales utiles para resolver problemas tan diversos como la distribucién
del ingreso de una economia, los efectos redistributivos de la politica fiscal,
ete.

A. Problemas No-Recursivos

Las dificultades para resolver los problemas no recursivos con las técnicas
desarrolladas a lo largo de este libro no son insuperables. En efecto, en mu-
chos casos relevantes introduciendo nuevas variables de estado es posible, en
ocasiones, reducir un problema no recursivo a uno que si lo es pero en donde
tenemos més variables de estado. Una vez mas veremos como el concepto de
variable de estado desempena un papel fundamental en la forma correcta de
plantear un problema de optimizacién.
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Formalmente, muchos problemas no recursivos pueden escribirse de la si-
guiente forma.

[ee]
méx Ej [Zﬂtr(mt,ut)} (VIL1)
t=0
S.a :
G1 (e, ue, 0t) + Bt [G2 (Te41, w41, 0041)] = 0
g, 0o dados.

Al conjunto de reestricciones al que estd sujeto el problema de optimizacién
lo llamamaremos reestricciones de implementacion. Vamos a mostrar que el
problema anterior es equivalente a un problema de la forma:

oo
mé“XEO Zﬁt?(xtaXtautvl‘Lt)]
t=0
s.a
7
Xt+1 = 3
Xo = 0.

g, 0o dados.

donde,

’F/(xt)Xhuta :u‘t) = T(It? ut) + (thl (xhut) + :U’t§2 ('rt?ut)) )

X; €s una nueva variable de estado que corresponde al multiplicador de La-
grange de las restricciones de implementacién y p, es una nueva variable de
control.

Para ver esto, escribamos el lagrangiano del problema anterior:

L = Ey

Zﬁtr(ft, Ut)]

t=0

Zﬁt+1Xt+1 (91 (xt, ut, 01) + By [g2 (441, Utg1, 041)])
t=0

+Ey
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Si separamos los términos de cada una de las sumatorias, agrupamos y uti-
lizamos la ley de expectativas iteradas,! este problema es equivalente a:

L = FEy(r(xzo,uo) + tog1 (zo,u0,60)) + xoE—-1 [g2 (x0, uo, 00)]
+Eo (Br(zy,ur) + Buigi (z1,u1,01) + Bxq1 92 (x1,u1,61))
+Eq (B°r(21,u1) + B2 uadn (w2, us, 02) + B2X202 (22, uz2,02))
+...

donde x;, = v xo = 0.

En conclusién, introduciendo una variable de estado x y una variable de
control u, hemos reescrito el problema original como un problema recursivo.
El significado del valor inicial de la variable de estado x, es muy importante
desde el punto de vista econémico y marca la diferencia entre los problemas
que son consistentes dindmicamente y aquellos que no lo son. Para una dis-
cusion detallada del método de contratos recursivos para resolver problemas
dindmicos el lector puede consultar Marcet y Marimon [1998].

A.1. El problema de Ramsey

Consideremos el modelo béasico de crecimiento pero supongamos ahora que
existe un gobierno que tributa al agente representativo mediante impues-
tos al consumo y que éste los utiliza para finanziar su plan de gastos. Por
simplicidad supongamos que el gasto del gobierno es en un bien publico del
cual el agente deriva directamente utilidad. Formalmente, supongamos que
el gobierno tiene un plan de gastos para cada periodo g; que debe financiar
con impuestos al consumo. Sea 7; la tasa de tributacién al consumo para
cada periodo. Luego, el problema del agente representativo es:

(o)
méx Z Bulcr + gr)

{kes1.eetig,

=0
sujeto a,
kivi = (1—90)ky + iy,
(1+Tt)ct+l't = f(k‘t),
¢, ke > 0 para todo ¢,

ko dado.

1La ley de expectativas iteradas afirma que si F y F’ son dos conjuntos de informacion
(i-e., o—algebras sobre un mismo conjunto) y F C F’, entonces para cualquier variable
aleatoria x,
E [E[z|F']|F] = E [=|F].
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donde g, el gasto en el bien publico del gobierno y 7, la tasa de tributacién
del consumo, las toma el agente como dadas. Las condiciones de primer orden
de este problema se pueden reducir a las siguientes ecuaciones:

uy(cy + gt) uy(cep1 + Geg1) /
—_— =7 = F —_ =7 (1 k -4
1+ |5 e (A + f'(kev1) = 9) ],
kt+1 = (1 — 5)]47,5 —+ it,
(I —=71i)ee+ir = f(ke).

En principio, si el agente tuviera conocimiento del plan de gasto del gobierno
y las tasas de tributacion, él podria utilizar este sistema de ecuaciones para
determinar su escogencia éptima de consumo, acumulacién de capital e in-
versién. Ahora, por hipdtesis, todo el gasto del gobierno en el bien ptblico
se financia con la tributacién al consumo, luego:

gt = TtCt

Sustituyendo y eliminando la inversién, en las condiciones de primer orden
podemos reescribir estas ecuaciones como:

ui(e) u1 (Cey1) ! _
s, E, ﬁ1+7t+1(1+f (ktr1) —0)|
kiyr = (L=0)ki+ f(ke) —ce — gt

Luego, si el gobierno escoge una sucesioén de tasas de tributacion {Tt}t:O,L___
el anterior sistema de ecuaciones caracteriza (salvo por la condicién de trans-
versalidad) la dindmica 6ptima (estacionaria) de consumo y capital. La pre-
gunta natural es: jexiste un plan de tributacion tal que el bienestar del agen-
te sea maximo? Este es el llamado problema de Ramsey, que formalmente,
podemos escribir como:

MmMAax Z/Btu(ct + gt)

{ktv1.ee}tig =0

kivi = (1 —=0)ke + f(kt) —ct — gt,
uy(e) uy(Cri1) / }
wle) g, g8 (1 4 k) - 6)]
nid g [ ) - )
ci,ky > 0 para todo t,
ko dado.

Obsérvese que este problema es idéntico al problema de optimizaciéon del
modelo basico de crecimiento, excepto por una nueva reestriccion. Las rees-
tricciones de implementacion son las ecuaciones que caracterizan el equilibrio
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competitivo en el modelo béasico de crecimiento.? En pocas palabras, pode-
mos decir que el problema de Ramsey para esta economia consiste en escoger
el plan de tributaciéon que maximiza el bienestar del agente representativo
sujeto a que las asignaciones de recursos sean implementables como un equi-
librio competitivo. Claramente, el problema no tiene la misma forma que el
problema secuencial general del Capitulo 3. Este, sin embargo, es un caso
particular del problema VII.1.

B. Miiltiples problemas de optimizacién

Hasta este punto, todos los métodos computacionales que hemos desarrollado
resuelven el problema de optimizacién de un tinico agente o planificador cen-
tral. En principio, estos métodos pueden adaptarse para resolver problemas
en los que varios agentes optimizan y en los que las decisiones de cada uno
de ellos afectan directa o indirectamente las restricciones o funcién objetivo
de los demas agentes. Como observamos en la introduccién, éste puede ser
el caso, ain cuando los agentes no son estrictamente distintos en ninguna de
las caracteristicas que los definen. Para aclarar este punto, antes de entrar de
lleno en el problema de agentes heterogéneos formalmente, vamos a estudiar
un ejemplo importante? en el que aparecen miltiples problemas de optimi-
zacion, aunque todos los agentes son idénticos. En términos generales, en los
problemas con agentes heterogéneos surgen dos complicaciones: de una parte
estd el problema de cémo éstos interactiian, y de otra parte, el hecho de ser
distintos. Luego, en funcién de aclarar lo que es fundamental de cada uno
de éstos, haremos una exposicion tangencial sobre cémo aislar el problema
de multiples optimizaciones del problema estricto de heterogeneidad.*

El ejemplo més elemental consiste en el problema que resulta de descen-
tralizar la economia del modelo bésico de crecimiento con oferta laboral (el
modelo de crecimiento de Long y Plosser, ejemplo 2). Para ver esto modele-
mos la economia reconociendo explicitamente la existencia de varios agentes,
una firma y tres mercados donde intereactien. La economia tiene la siguiente
forma: existe una infinidad de agentes idénticos en preferencias y capital ini-
cial que denotamos por kqg. Sin pérdida de generalidad, supongamos que los
indexamos de modo uniforme en el intervalo [0, 1]. Los agentes son duefos
del capital y existe una firma que produce el tnico bien de consumo y que
utiliza como factores de produccién capital y trabajo. Existen tres mercados
centralizados ideales donde los agentes se presentan para demandar el tinico
bien de consumo, ofertar horas de trabajo a la firma y rentarle su capital.

2Véase la siguiente seccién para la deficién formal del equilibrio competitivo.

3Este es el arquetipo de los problemas de equilibrio general dindmico en el cual varios
agentes interactian racionalmente en una economia descentralizada.

4Véase Prescott y Mehra [1980] para una introduccién formal al primer problema en
la teoria del equilibrio general dindmico, y Prescott y Hansen, Recursive methods for
computing equilibria of business cycle models, en Cooley, T. [1995]
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Sean w y r los precios de los factores de produccién en unidades del bien de
consumo. Suponemos que el capital se deprecia completamente cada periodo,
que no hay crecimiento en la poblacién y que las preferencias de los agentes
y la tecnologia son las mismas que en el ejemplo 2. Luego, el problema de
cada agente es:

{(Ct 3Nt

mix >~ ' (7105(e) + (1= ) log(1 — 1)) (VIL2)
t=0

s.a
ct+kipr = rike +weng
ko dado.

Donde ¢;, ki vy ny denotan cantidades individuales y r; y w; son los precios
de los factores que los agentes enfrentan en el mercado centralizado, que son
los mismos para todos los agentes.

Por otro lado, la firma resuelve el siguiente problema estatico:®

Ktr,nléffzo K?Ntlfa —r K — wi N

donde K;, N; son, respectivamente, la demanda de capital agregado y la
demanda de tiempo de trabajo agregado de todos los agentes.® Obsérvese
que en este problema la firma, ademas de las reestricciones de no negatividad
del capital y el trabajo agregados, no enfrenta ningin otro tipo de restriccion.
En particular, la firma no tiene en consideracién que la demanda total de
sus factores debe ser igual a la oferta total. Esta restriccién de consistencia
agregada es, de hecho, una restriccién de equilibrio.

En los problemas de optimizacién expuestos (un problema para la firma y
uno para cada agente), los precios de los factores ry, w; se toman como
dados. Sin embargo, estos se determinan endégenamente cuando imponemos
las restricciones de equilibrio, que es el objeto de la siguiente definicién.

Definicion 4. Dado kg, un equilibrio competitivo simétrico de la economia
descrita en esta seccion, son sucesiones de asignaciones {(ct,ki+1)},—g
una para cada agente y una sucesion de precios de factores {(r,wi)}—q
tal que:

1. Optimalidad del problema de los agentes: la sucesion de asignaciones
{(ct, ktﬂ)}tzow’ resuelve el problema VIIL.2 para cada agente, cuando
los precios de los factores son {(re, we)},—o -

5 Alternativamente, podriamos plantear la economfa como una en la cual la firma es
duenia del capital, los agentes son duenos de la firma (en proporciones idénticas) y ésta les
reparte sus utilidades cada periodo. En este caso, la firma resuelve un problema dindmico
(véanse ejercicios al final del capitulo).

6Como los agentes se distribuyen uniformemente en el intervalo [0,1] y la oferta de
trabajo estd normalizada entre [0, 1], entonces el trabajo agregado N estd en el intervalo
[0,1].
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2. Optimalidad del problema de la firma: sea Ky = ks y Ny = ny para todo
t=0,..., entonces la sucesion {(K;, Ny)},_, resuelve el problema de
la firma cuando los precios de los factores son {(r¢, we)},_o -

3. La oferta es igual a la demanda en todos los mercados: sea Cy = ¢4

Kt = kt
Nt = Nt
Ct +Kt+1 = K?Ntlia

La razén por la cual denominamos este equilibrio un equilibrio simétrico
es porque en él todos los agentes hacen exactamente lo mismo. Enfocarse
en este tipo de equilibrio es bastante natural, dado que los agentes son por
hipotesis idénticos en preferencias y dotaciones iniciales de capital.

Como puede observarse, el problema de calcular un equilibrio competitivo
(simétrico) consiste en resolver dos problemas de optimizacién interrelaciona-
dos. En el caso que estamos considerando es posible mostrar que el problema
es equivalente a resolver el ejemplo 2 y calcular los precios de los factores de
produccién a partir de las productividades marginales de los factores. Esto
es consecuencia de la hipétesis de competencia perfecta, ausencia de otras
distorsiones de la economia como externalidades, homogeneidad de los agen-
tes y que nos estamos concentrando en el equilibrio simétrico. Sin embargo,
en la mayoria de las ocasiones no es posible reducir un problema con multi-
ples agentes a un tnico problema de optimizacién. En cualquier caso, todos
los métodos desarrollados en este libro pueden extenderse para calcular el
equilibrio competitivo definido anteriormente en forma directa sin reducir el
problema a uno de un agente representativo.”

En lo que resta de este capitulo vamos a ilustrar las ideas bésicas de un
método de solucién basado en una combinacién del método de Lagrange y
el método de programacion dindmica. Como veremos, el ejemplo que vamos
a resolver comparte varias caracteristicas de la economia anterior, pero adi-
cionalmente los agentes son heterogéneos, pues éstos pueden estar en uno de
tres estados que determinan todas sus caracteristicas.

C. Agentes heterogéneos

Supongamos que tenemos una economia con una infinidad de agentes idénti-
cos en preferencias. Sin perdida de generalidad, supongamos que los inde-
xamos de manera uniforme en el intervalo [0, 1]. Cada periodo los agentes
pueden estar en uno de tres estados de la naturaleza s € {f,4,u}. El primer
estado lo interpretamos como un estado en el que el agente es un empleado

"Para una introduccién a estos métodos el lector puede consultar Prescott y Hansen,
Recursive methods for computing equilibria of business cycle models, en Cooley, T. [1995]).



C. AGENTES HETEROGENEOS
Alvaro J. Riascos Villegas

en el sector formal. El segundo representa un agente empleado en el sector
informal y el tercero uno desempleado. La variable de estado sigue un pro-
ceso markoviano caracterizado por una matriz de transicién que denotamos
por p(:|s), donde p(s'|s) es la probabilidad de que, estando en el estado
s, el préoximo periodo el agente se encuentre en el estado s’. Dependiendo
del estado en el que se encuentre, el agente puede o no realizar ciertas ac-
tividades. En particular, el ser empleado formal le permite tener acceso a
un activo denominado en unidades del bien de consumo y le obliga a pagar
impuestos. Al ser empleado en el sector informal no tiene acceso al activo
financiero, no paga impuestos pero recibe subsidios del gobierno en la for-
ma de transferencias de suma fija. Finalmente, si es desempleado, tiene las
mismas caracteristicas de los empleados informales excepto que no tiene in-
gresos laborales. Asumimos que el tnico factor de produccién son las horas
de trabajo. Formalmente, el problema de los agentes es:

méx E Zu(ct,nt)

t=0
a = (I4+r)ar+ (1 — Tf) shwing — A1, g4l = Q,
e = (L4r)ap+by + s'wing — agr, azpq >0,
e = (I4+r)ar+b—apr1, a1 >0

donde la primera reestriccién corresponde al caso en que el agente comienza
el periodo en el estado de empleado en el sector formal, la segunda cuando
estd en el estado de empleado en el sector informal y la tercera cuando
estd en el estado de desempleado. Las variables s’ y s/ representan constantes
que reflejan la productividad de los agentes en cada estado. La variable 74
representa el costo de oportunidad, en términos reales, de la economia; las
variables ¢, wy, ng, by y ay+1 son, respectivamente, el consumo del agente
(en cada estado), el salario por unidad de productividad (que, en equilibrio,
debe ser el mismo en cada estado), las horas dedicadas al trabajo (en cada
estado), las transferencias del gobierno (que, por simplicidad las suponemos
iguales en ambos estados) y la acumulacién de activos. La constante g tiene
como objeto evitar juegos de Ponzi. Obsérvese que en el estado informal y en
el estado de desempleado el agente no puede ahorrar por no tener acceso al
activo financiero en ese estado, pero si desacumular ahorros hechos cuando
estaba en el sector formal.® Las variables de estado de este problema son el
estado exogeno de la economia y la acumulacion de activos. Las variables de
control son el consumo y las horas de trabajo.

Existe una firma representativa que utiliza capital y trabajo agregado para

8La solucién de estado estacionario de este problema en realidad muestra que la dis-
tribucién de activos es tal que éstos son siempre positivos. Es decir, el activo sirve como
forma de ahorro y por esta razén las reestricciones de no negatividad de los activos en
los estados informal y desempleado (es decir, no tener acceso al endeudamiento), no son
relevantes en equilibrio.
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producir el tinico bien de consumo de esta economia. El problema de la firma
es:

méx KOH ™ —r K —w H,
K¢, H:>0

donde K; es el capital agregado y H; es el capital humano agregado de la
economia.? Obsérvese que la tinica fuente de incertidumbre de esta economia
es el estado exdgeno que caracteriza la heterogeneidad de los agentes. Luego
la incertidumbre en esta economia es de caracter idiosincratico y no agrega-
do. Esta observacién serd importante en nuestra definicion de equilibrio de
estado estacionario.

Por simplicidad, vamos a concentrarnos en la solucién de estado estacionario
que consiste fundamentalmente en encontrar la distribucién de activos de es-
tado estacionario (entre los agentes de la economia). Formalmente, definimos
este equilibrio de la siguiente forma.

Definicion 5. Dada una tasa de tributacion 7, un equilibrio de estado es-
tacionario es:

1. Un conjunto de reglas de decision individual: c(s,a), n(s,a), a'(s,a)
para el consumo, el tiempo de trabajo, los activos el siguiente periodo
y una constante b.

2. Una funcion valor V (s, a).

8. Una funcién de densidad para los activos en cada estado exdgeno,

f(s,a)

4. Una constante w que representa el salario por unidad de tiempo y pro-
ductividad.

5. Unas constantes H, K, C' y B que representan, respectivamente, el ni-
vel agregado de capital humano, el nivel agregado de capital, el consumo
agregado y los impuestos agregados B.°

tal que se cumplen las siguientes condiciones:

1. Optimalidad de las reglas de decision.

a) Las reglas de decision, c¢(s,a), n(s,a), a'(s,a) y la funcidn valor

9El capital humano individual es el producto entre la productividad y el tiempo de
trabajo.

10Estas constantes ponen de manifiesto que nos estamos concentrando en el equilibrio
de estado estacionario y que no existe riesgo agregado.
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V (s, a) satisfacen la ecuacién de Bellman:

V(s,a) = max{u(c,1 —n)+BE[V(s, d)]}
5
e = (L+r)ar+ (1—77)sTwmny — apy, a1 > a,
¢ = (L47e)ar+ b+ s‘wny — agpr, arer >0,
ct = (L+r)ag+by—apr1, age1 >0

b) Las firmas mazimizan sus beneficios cuando los precios de los
factores son w y r y los capitales agregados son K y H, respecti-
vamente.

2. La demanda agregada y la oferta agregada en los mercados de consumo,
trabajo y capital se igualan.

o0

H = Z /sn(s,a)f(s,a)da
s€{si,sp} a

C = Z c(s,a)f(s,a)da = wH +rK
sE{su,8i,5¢} a

K = Z /af(s,a)da

s€{su,sis5} g

3. La reestriccion presupuestal del gobierno se satisface:

B=7wH = Z bf(s,a)da.
s€{5u,8:} a

4. La distribucion de los activos es estacionaria:

f(s'a)= Z m(s"18)f(s,a)

s€{su,5:,5f}

C.1. Algoritmo

Los estados de esta economia son el nivel de activos acumulados y el estado
ex6geno en el cual se encuentra el agente (empleado formal, informal, des-
empleado). Al ser los activos una variable continua, y dado que el método
a utilizar requiere evaluar la ecuacion de Bellman, aproximamos la solucién
discretizando el espacio de estados a través de una malla .

El algoritmo sigue a Heer y Maussner (2006) y se puede resumir en:
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1. Construir una malla para discretizar el estado continuo (nivel de acti-
vos). Es decir, definir A = {a1 = amin, a2, - - ., Gm = Gmaz - Eso impli-
ca especificar un nivel minimo de activos, un nivel méximo de activos
y el niimero de elementos de la malla m.

2. Definir valores iniciales para el capital (nivel agregado de activos) K,
el capital humano Hy, el beneficio de desempleo by y la funcién valor
para cada estado laboral v, (cada v, € R™).

3. Dados los parametros de la funcién de utilidad y la funcién de produc-
cidn, el nivel de capital inicial K (acumulacién agregada de activos),
capital humano, beneficio de desempleo y la funcién valor inicial, iterar
la ecuacién de Bellman hasta converger a la funcién valor adecuada.
También se obtienen funciones de politica para el trabajo, la acumu-
lacién de activos y el consumo (véase seccién abajo).

4. Dada la funcién de politica para la acumulacién de activos, calcular la
distribucién invariante de activos (véase seccién abajo).

5. Una vez obtenida la distribucién puede calcularse el nuevo nivel de
capital de la economia K, . Si el nuevo nivel esta lejos del utilizado
en el paso 2 (con algin criterio de convergencia), se actualiza segin
una regla de ajuste progresivo K;i1 = pK; + (1 — p) K7, (promedio
ponderado entre el nuevo capital y el capital anterior) y se retorna al
paso 2, utilizando como funcién valor inicial la funcién valor obtenida
del paso 3, y recalculando el capital humano (proveniente de la funcién
de politica de horas de trabajo obtenida en el paso 3), el salario y la
rentabilidad del capital (a partir de las condiciones de primer orden
de la firma) y el beneficio de desempleo (obtenido de la reestriccién
presupuestal del gobierno).

6. Una vez que el nivel de capital converja, termina el procedimiento,
obteniéndose la funcién valor y la distribucién invariante para cada
estado exdgeno (formal, informal, desempleado).

Algoritmo para calcular la funcién valor

Para hallar la funcién de politica de las horas trabajadas utilizamos una
malla para las horas. La alternativa es utilizar la condicién de primer orden
de las horas, pero ese procedimiento implica la resoluciéon de una ecuacién no
lineal que puede ser muy demandante en términos computacionales. Ademas,
en el estado de desempleo no hay horas trabajadas. Por tanto, utilizar la
condiciéon de primer orden llevaria a tener procedimientos diferentes para
hallar la funcién valor en los estados de empleado y desempleado.

El algoritmo se inicia con los parametros capital, capital humano, la funcién
valor inicial y la malla de activos (por lo tanto, se tiene el nivel minimo y
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méximo de activos). El nivel de capital humano y el capital permiten calcular
el salario y la tasa de interés, que son parametros para la obtencién de la
funcién valor.

1. Construir la malla para discretizar las horas trabajadas. Definir N/ =
{n1 = O,TLQ,...,’n,mn = 1}.

2. Para cada estado del agente s € {f,i,u} y nivel de activos a € A en el
periodo presente se calcula, utilizando la restriccién presupuestaria, el
nivel maximo de activos que podria acumularse en cada estado respec-
tivamente (haciendo el consumo tan cercano a cero como sea posible y
trabajando la totalidad del tiempo disponible):

aimm = (1+1")a+(177'f)5fw
a .. = (1+r)a+b+sw
aimw = (14+7r)a+bd

Si el nivel méximo a?,,. (s,a) es menor que el nivel minimo de activos
utilizado para construir la malla de activos damin, la funcién valor en
ese estado es un nimero negativo de norma suficientemente grande. Si

no es asi, el algoritmo continta.

3. Dado el estado del agente s € {f,i,u} y el nivel de activos presente
a € A (para evaluar la funcién valor en ese punto), para cada posible
nivel de activos del perfodo siguiente a’ € A y para cada posible nivel
de horas de trabajo n € A se evaliia la ecuacién de Bellman, utilizando
la funcién valor inicial, la restricciones de presupuesto y la funcién de
utilidad:

”;‘k+1 (s,a) =

u (C (Sa a, alv n) an) + 6 [psfvi (fa a‘/) + PsiVs (7/, al) + Psuls (’LL, a/)]

donde
c(fia,d,n) = (1+ra+(1—7")slwun—d
c(iya,a’,n) = (1+7r)a+b+swn
c(u,a,a’;n) = (1+7)a+b

y s =p (8" = fls), psi = p (s’ =i|s), psu = p (s’ = uls).

4. Se escoge el maximo de la funcién valor y el nivel de consumo c*,
horas de trabajo n* y activos a’* que son utilizados para construir las
funciones de politica.

5. Se realiza una interpolacién lineal de la funcién valor y se utiliza un
algoritmo de optimizacién para hallar con mayor precisién la acumu-
lacion de activos y el consumo. El algoritmo de optimizacién es de
“busqueda dorada” (véase Heer y Maussner) y permite obtener un
valor més confiable de la funcién valor.
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6. Se actualiza la funcién valor utilizando un promedio ponderado entre la
nueva funcién valor y la funcién valor inicial v;11 = p,vi+(1 — p,) V5,
(esto para asegurar la convergencia del algoritmo), y se compara esta
actualizacion con la funcién valor inicial. Si son similares, termina el
algoritmo. Si son diferentes, se vuelve al paso 3.

En el paso 3 se hace uso del hecho que la funcién de politica de acumulacién
de activos y la funcién de politica del consumo son crecientes, y la funcién
de politica del trabajo es decreciente para evitar evaluar todos los puntos de
la malla en cada iteracion.

Algoritmo para calcular la distribucién invariante

Este algoritmo inicia con los parametros, la funcién valor, la malla de activos,
el nivel de activos y el capital humano. Para calcular la distribucién inva-
riante utilizamos el algoritmo de iteracién sobre la funcién de densidad. Para
una discusién detallada, véase Heer y Maussner (capitulo 5). En particular,
el algoritmo utilizado es exactamente el propuesto por Heer y Maussner,
pagina 274:

1. Construir una malla (grid) para discretizar el nivel de activos. Esta
malla debe ser mas fina que la utilizada para calcular las funciones de
politica. Es decir, definir A = {a1 = @min, a2, ..., 0mf = Gmaz}-

2. Escoger funciones de densidad discretas iniciales fy (s,a), una para
cada estado exdgeno.

3. Para cada a € A, s € {f,i,u} se calcula el nivel de activos Gptimo
del siguiente perfodo a;_1 < a’ = d’(s,a) < a; y paracadaa’ € Ay
s’ € {f,i,u} las siguientes sumatorias:

fix1 (Sj,aj—l) =

a; —a
> > p(s's) ———fi(s,a)
oy aj = aj—1
s=fiu acA
aj_1 <d (s,a) <aj

fira (Sj»aj) =

a —a;_
> > p(s'ls) 1 fi(s,0)
s Fi aeA
aj—1 < a’ (S,CL) < aj

4. Tterar hasta alcanzar la convergencia.
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D. Ejercicios

Ejercicio 31. Resolver el problema anterior utilizando como funcién de
utilidad instantanea:

cl=n (1— n)ldy1
+ %o 11—
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APENDICE

En este apéndice repasamos algunos conceptos de anélisis necesarios para
la. comprensién del libro.! Para mayores detalles el lector puede consultar
los excelentes libros de Rudin [1976], para las nociones bésicas de anélisis y
espacios métricos; Stokey y Lucas [1989] capitulo 3, para una introduccién
rapida a la teoria de correspondencias y los espacios de funciones utiliza-
dos en programacién dindmica; Apostol [1967] para los elementos basicos de
algebra lineal y Apostol [1967] capitulo 13, Stokey y Lucas [1989] capitulo
7, y Shiryaev [1996] capitulo 1 para las ideas fundamentales de teoria de la
probabilidad utilizadas en el texto. Este apéndice se concentra en los elemen-
tos bésicos de andlisis y espacios de funciones. Por razones de espacio hemos
dejado de lado la introduccién de los conceptos necesarios de dlgebra lineal y
probabilidad para los cuales remitimos al lector a las referecias mencionadas.

A. Nociones basicas de analisis

Partimos de la base de que el lector esta familiarizado con el conjunto de
los nimeros reales y su orden estandar al nivel de los primeros cursos uni-
versitarios de cédlculo para ciencias sociales o ingenieria. Denotamos por R
el conjunto de los niimeros reales, por N el conjunto de los niimeros natura-
les sin incluir el cero, N ={1,2,...,} y por < la relacién de orden estdndar
(débil) en R.

A.1. Conjuntos acotados y supremo

Definicién 6. Cota superior y supremo en R. Sea S C R. Si existe un
elemento b € R tal que para todo elemento x € S se cumple

rx<b

decimos que b es una cota superior de S. Decimos que S estd acotado supe-
riormente si existe alguna cota superior de S. Si existe un elemento m € R
tal que m es una cota superior de S y mingun elemento menor que m es cota
superior de S (o equivalentemente, si existe otro elemento v € R tal que para

1Este apéndice ha sido escrito con la colaboracién de Juan David Prada.
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todo z, < v, entonces m < v), decimos que m es la minima cota superior,
o supremo, de S. Se denota m = sup S. St ademds m € S, entonces decimos
que m es el mdzximo de S en R y lo denotamos por m = méx S.

Ejemplo 22. Sea S = (a,b), entonces b es el supremo de S, pero S no tiene
méximo en R. Si S = (a,b], entonces b es el supremo de S y, ademds, es el
méaximo de S en R.

Los conceptos de cota inferior S, conjunto acotado inferiormente, infimo de
S (inf S) y ménimo de S (min S) se definen de forma andloga.

Obsérvese que m = sup S si y sélo si para cada = € R tal que z < m se tiene
que existe un y € S tal que z < y < m.

El siguiente es uno de los teoremas fundamentales del andlisis. En efecto,
la propiedad que se anuncia en el teorema es una de las caracteristicas que
definen de forma univoca al conjunto de los nimeros reales.

Teorema 12. Sea S C R tal que S # 0. Si el conjunto S estd acotado
superiormente, entonces existe un b € R tal que b = sup S. Es decir, todo
congunto no vacio de los numeros reales que esté acotado superiormente tiene
un supremo en R.

La demostracion de este teorema esta fuera del alcance del libro. El lector
puede consultar el libro de Rudin [1976]. Ahora, es facil ver que el supremo
de un subconjunto de nimeros reales, cuando existe, es unico.

A.2. Funciones, sucesiones y series

Definicién 7. Funciones. Sean A y B dos conjuntos cualesquiera. Una fun-
cion f de A en B que denotamos por f : A — B, es una regla de asociacion
de elementos A con elementos de B, de tal forma que a cada elemento a € A
le asocia un tnico elemento f(a) € B. El conjunto A se denomina el do-
minio de f y B el codominio. Los elementos de B de la forma f(a) para
algin a € A son los valores de f y el conjunto de todos los valores de f se
denomina el rango de f. Si C C B definimos la preimagen de C por f como
el subconjunto f~1(C) de A definido como f~1(C)={a€ A: f(a) € C}.

Definicién 8. Sucesion. Sea X un conjunto cualquiera. Decimos que una
funcion x : N — X que a cada nimero natural le asigna un elemento z,, € X

es una sucesion en X . Al rango de la sucesion lo denotamos por {T,}, cn-

Definicién 9. Subsucesion. Sean X un conjunto cualquiera, {T,}, . una
sucesion en X y k : N — N una funcion tal que k es creciente: st m > n,
entonces k (m) > k(n). Decimos que la funcién compuesta s = x ok que
forma una sucesion s = xok : N — X tal que s, = xy(,) es una subsucesion

de {xn}nEN'
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Una subsucesion es simplemente una sucesién formada con los elementos de
la sucesion original sin cambiar su orden con relacién a la sucesioén original.

Definicién 10. Limite de una sucesion. Sea X = R y{xn}, cn una sucesion
en X. Decimos que {xy}, . €5 convergente a un punto x € R si y sélo si
para todo € > 0 existe un N € N tal que sin > N, |z, — x| < €. Denotamos

esto por lim x,, = x. Decimos que la sucesion {T,},cn converge o tiende
n—oo

a 0o (—oo) siy sdlo si para todo M € N existe un N € N tal que sin > N,
Ty > M (x, < —M). Denotamos esto por lim, oo n = 00 My, o0 Tp =
—00).

Definicién 11. Limite superior e inferior. Sea X = R y {Tn},cn una
sucesion en X. Sea E el conjunto de todos los nimeros s € R (incluidos
o0 y —o0) tales que ewiste una subsucesion {sp},cn de {ZTn},cn tal que
limy, 00 $n = s. Definimos el limite superior limsup,,_, ., Tn, de la sucesion
{zn},en como:

limsup x,, = sup F

n—oo

De forma andloga, definimos el limite inferior liminf,,_, . x,, como

liminf z,, = inf E/

n—oo

Obsérvese que siempre se tiene

liminf x,, < limsup z,,.

n—00 n— o0

Ademas,
—liminf x,, = limsup (—z,,).

n—oo n—00

Mas adelante mostraremos que el conjunto F de la definiciéon anterior es
siempre no vacio y, por lo tanto, el limite superior e inferior simpre existen
(pudiendo ser 0o 0 —00).

Si el limite superior es un ndmero real, M = limsup,,_,., ©n, entonces éste
es el menor numero real tal que para cualquier ¢ > 0, existe un NV € N tal
que x, < M + ¢ para todo n > N. Cualquier nimero mayor que el limite
superior es eventualmente una cota superior de la sucesiéon y tinicamente un
nimero finito de elementos de la sucesiéon son mayores que M + ¢.

Andlogamente, si el limite inferior es un ntimero real, m = liminf,, . x,,
entonces m es el mayor nimero real tal que, para cualquier € > 0, existe un
N € N tal que z,, > m—¢ para todo n > N. Cualquier nimero menor que el
limite inferior es eventualmente una cota inferior de la sucesién y tinicamente
un nimero finito de elementos de la sucesién son menores que M — €.

Es fécil ver que lim x, existe si y sélo si el limite superior e inferior son

n—oo

iguales.
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Definicién 12. Series. Sea X = R y {x,}, . una sucesion en X y consi-
deremos la sucesion de sumas parciales:

n
S, = E Tn
i=1

Definimos el limite superior de la sumatoria de {,}, o como ellimsup,, ., Sy.
La definicion del limite inferior de la sumatoria de {x,}, . €s andloga. De-
cimos que la sumatoria de {x,}, N existe cuando el limite de la sucesion

de sumas parciales { Sy}, o existe. En ese caso escribimos:

o0
> w, = lim S,
1=

B. Espacios métricos

Definiciéon 13. Sea X wun conjunto mno vacio. Decimos que una funcion
d: X x X — R es una métrica sobre X si satisface para todo x,y y z en X:

1. d(z,z) =0, d(z,y) > 0.
2. d(z,y) = d(y, ).
3. d(z,z) < d(x,y)+ d(y, 2).

Al par ordenado (X, d), el conjunto X dotado de la métrica d, lo llamaremos
espacio métrico. Omitiremos la referencia a la métrica d cuando ésta sea
clara del contexto.

El espacio métrico mas familiar es X = R", con la métrica euclideana:

d(xy) = Ix =y = /(21 = 92)° + o (20 — )"

Otro ejemplo importante que discutiremos mas adelante es el conjunto de
funciones continuas y acotadas con la métrica del supremo.

B.1. Elementos basicos de topologia

Definiciéon 14. Conjunto abierto y cerrado. Sean X un espacio métrico,
x € X yr > 0. Definimos la bola abierta con centro en x y radio r como el
conjunto

B(zyr)={ye X :d(z,y) <r}
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Decimos que S es un conjunto abierto en el espacio métrico (X,d) si para
todo x € S existe una bola abierta B (xz;r) tal que B (x;1) C S. Decimos que
S es un conjunto cerrado en X si y solo si X\S es un conjunto abierto en
X.

En el caso de R, si z,y € R se tiene que los intervalos cerrados [z,y] son
conjuntos cerrados, ya que su complemento R\ [z,y] = (—o0,z) U (y, 00) es
un conjunto abierto. Es ficil demostrar que X y () son conjuntos cerrados y
abiertos al mismo tiempo, la interseccién arbitraria de conjuntos cerrados es
un conjunto cerrado y la unién finita de conjuntos cerrados es un conjunto
cerrado.

Utilizando el concepto de métrica, es facil definir el concepto de conjuntos
acotados en espacios métricos.

Definicién 15. Conjuntos acotados. Decimos que un subconjunto S de un
espacio métrico X es un conjunto acotado si existe un x € X yr € R tal
que B (z;7) D S.

Definicién 16. Sucesion convergente. Sea X un espacio métrico y {xn}, N
una sucesion. Decimos que la sucesion converge a x € X si y solo si para
cualquier € > 0 existe un numero natural N € N tal que para cualquier n >
N se tiene z,, € B(x;€). En este caso usamos la notacion lim,,_, &, =
para representar que la sucesion {x,}, N converge a x € X.

Definicién 17. Puntos limites. Sea S un subconjunto de un espacio métrico
X. Decimos que x € X es un punto limite de S si toda bola abierta B (x;T)
contiene al menos un punto del conjunto S diferente a x. Es decir, si para
toda B (x;7); existe y € B(x;r) NS, y # x.

La demostracién de la siguiente afirmacién queda como ejercicio para el
lector. Sean X un espacio métrico y S C X. Entonces S es un conjunto
cerrado si y sélo si todos los puntos limites de S estan en S.

B.2. Recubrimientos abiertos y conjuntos compactos

Definicién 18. Recubrimiento abierto. Sean X un espacio métricoy S C X.
Una coleccion de subconjuntos abiertos A de X es un recubrimiento abierto

de S siS CJyeqp A

Sea A un recubrimiento abierto de S. Decimos que la coleccién de conjuntos
B es un subrecubrimiento de A si se tiene que B recubre a S'y ademas B C A.

Definiciéon 19. Conjunto compacto. Sean X un espacio métrico y K C
X. Si todo recubrimiento abierto A de K tiene un subrecubrimiento finito,
decimos que K es un subconjunto compacto de X.
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Ejemplo 23. Sea X = R, el intervalo abierto (0,1) no es compacto. Consi-
dere el recubrimiento A = {(%, 1-— }L) :neN, n> 3}. No existe un subre-
cubrimiento finito de A, por lo que (0, 1) no es compacto en R.. Sin embargo,
el intervalo cerrado [0, 1] sf es compacto aunque la demostracién de este he-

cho no es del todo trivial.

Teorema 13. Todo subconjunto del espacio euclideano R"™ de la forma
[a1,b1] X ... X [an,by] es compacto.

La demostracion del siguiente teorema se deja como ejercicio para el lector.

Teorema 14. Sea S un subconjunto infinito de un conjunto compacto K,
entonces S tiene un punto limite en K.

Los dos teoremas siguientes son dos resultados fundamental del analisis.

Teorema 15 (Heine-Borel). Sea X = R"™ espacio métrico con la métrica
euclideana. Entonces K C R™ es un conjunto compacto en R™ si y sdlo si
es un conjunto cerrado y acotado.

Teorema 16 (Weierstrass). Todo subconjunto S acotado infinito de R™
tiene un punto limite en R"™.

Demostracion. Como S es acotado estd contenido en un conjunto de la forma
[a1,b1] X ... X [an, by]. Luego por el teorema 14 S tiene un punto limite en
R™ O

Por el teorema de Weierstrass, es facil ver que toda sucesién tiene un limite
superior e inferior (posiblemente co 0 —00): si la sucesién es no acotada es
claro que F en la definicién 11 es no vacio y, por lo tanto, el limite inferior
y superior de la sucesion existe; si la sucesién es acotada, por el teorema de
Weierstrass la sucesion tiene un punto limite luego claramente E es no vacio.

Una sucesién converge a € X si cualquier bola abierta con centro en x, sin
importar lo pequeno que pueda ser su radio €, deja sélo finitos puntos por
fuera. Eso indica que cada vez los elementos de la sucesién son més y mas
cercanos a .

Naturalmente, si una sucesién converge, su rango es acotado. Ademds x
es un punto limite de {z,}, n- Esto implica en particular que cualquier
sucesion convergente definida en un conjunto cerrado converge a un punto
perteneciente al conjunto. Una pregunta natural es, ;si una sucesién tiene
rango acotado y puntos limite en X, entonces converge? La compacidad es
el concepto clave para responder a esta pregunta.

Proposicion 8. Sean X espacio métrico y K C X. K es compacto en X
sty solo si para toda sucesion en K existe un subsucesion convergente a un
elemento de K.
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B.3. Espacios métricos completos

Definicién 20. Sucesion de Cauchy. Sean X un espacio métrico y {xn}, N
una sucesion. Decimos que la sucesion es de Cauchy si y solo si para cual-
quier € > 0 existe un numero natural N € N tal que para cualquier m,n > N
se tiene d (xp, Tm) < €.

Intuitivamente, los puntos de la sucesién se van acercando entre si. Sin em-
bargo, no es cierto en general que los puntos de una sucesién de Cauchy
siempre converjan a un punto. El converso, sin embargo, si es cierto.

Teorema 17. Sean X un espacio métrico y {xn},n una sucesion. Toda
sucesion convergente es de Cauchy.

Demostracion. Sea e > 0. Como la sucesion converge a x € X, existe un NV €
N tal que d (2, ) < § para cualquier n > N. Entonces por la desigualdad
triangular, para cualquier n,m > N se tiene

d(Xp, Tm) < d(xp,x) +d(Tm,x) <€

y la sucesién es de Cauchy. O

Definicién 21. Espacio métrico completo. Sea X un espacio métrico. De-
cimos que X es un espacio métrico completo si y sélo si toda sucesion de
Cauchy es convergente.

La siguiente afirmacién la dejamos como ejercicio para el lector. Sean X un
espacio métrico y C' C X un conjunto cerrado. Entonces el espacio C con la
misma métrica de X es un espacio métrico completo.

C. Funciones y correspondencias

Definicién 22. Funciones acotadas. Sean X un conjunto cualquiera, (Y,d)
un espacio métrico y f: X — Y una funcion. Decimos que la funcion f es
acotada en X si f(X) (el rango de f) es un conjunto acotado en'Y bajo la
métrica d.

Definicién 23. Funcion continua. Sean X, Y espacios métricos y f : X —
Y wuna funcion. Decimos que la funcion f es continua en el punto x € X si
y sdlo si la preimagen de cualquier conjunto abierto que contenga a f () en
Y es un conjunto abierto en X.

Naturalmente, esta definiciéon de continuidad es equivalente a la definicién
tradicional: f es continua en el punto z € X si y sélo si para cada € > 0
existe un ¢ > 0 tal que para todo y € B (x;0) se tiene f (y) € B (f (z);e).
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En términos de secuencias, la definicién de continuidad se puede expresar de
la siguiente forma. Sean X, Y espacios métricos y f : X — Y. Entonces f
es continua en el punto x € X si y sélo si para cualquier sucesién {z,,}
que converge a x se tiene que la sucesion {f (z,)}, cn converge a f (z).

neN

Otro concepto basico en teoria econdémica es el concepto de correspondencia.
Definimos una correspondencia como funcién cuyo codominio es un conjunto
de subconjuntos de un conjunto dado. Para formalizar esta idea utilizaremos
la siguiente notacién. Dado un conjunto cualquiera X denotamos por P (X)
al conjunto de todos los subconjuntos de X: P (X) ={A C X}.

Definicién 24. Correspondencia. Sea X C R", Y CR™ y®: X — P(Y)
una funcion tal que a cada elemento x € X le asigna un subconjunto no
vacio de P(Y), ® (z) = A C Y. Decimos que ® es una correspondencia de
X en'Y y la denotamos por ® : X 3Y.

Si para cada z se tiene que ® (x) es un singleton (un conjunto con un sélo
elemento), entonces podemos interpretar de forma natural a ® como una
funciéon de X en Y.

Definicién 25. FEl grafo de una correspondencia se define como:
G={(z,y) e X xY:yecd(x)}

y decimos que el grafo es cerrado si para toda sucesion x, € X, y, € ® (x,)
tal que x,, »x € X yy, —y €Y se tiene que y € ¢ (z).

En muchas aplicaciones es conveniente tener un concepto de continuidad
para correspondencias. Definimos la imagen de un conjunto S C X por una
correspondencia ® : X = Y como el conjunto Usq)(x) cY.

xE

Definicién 26. Hemicontinuidad superior. Sea' Y un conjunto cerrado. Una
correspondencia es hemicontinua superior si y sélo si el grafo es cerrado y
la imagen de conjuntos compactos es acotada.

Definicién 27. Hemicontinuidad inferior. Sea Y compacto, una correspon-
dencia es hemicontinua inferior si para cada sucesion {x,} en X tal que
n — ¢ € X ypara cada y € O () se tiene que eriste una Sucesion Y, — Y
tal que existe M € N que satisface que para cada m > M, y, € © ().

Decimos que la correspondencia es continua si es hemicontinua inferior y
hemicontinua superior.

Es facil ver que si la correspondencia es una funcién (una correspondencia
tal que sus valores son conjuntos singleton) continua (como funcién), los
conceptos de hemicontinua superior y hemicontinua inferior son equivalentes
al concepto de continuidad de una funcién.

En la teoria de optimizacién es importante el concepto de funcién convexa
(céncava). Repasamos las definiciones bésicas de este tipo de funciones.
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Decimos que un conjunto X C R™ es convezo si para todo A € [0, 1] y para
todo x,y € X se tiene Az + (1 — A)y € X. El elemento Az + (1 —\)y lo
denominamos una combinacién convexa de x y y.

Teorema 18. Funcion conveza (céncava). Sean X C R™ un conjunto con-
vero y [ : X — R. Decimos que f es una funcion convezra si y sélo si para
todo A € [0,1] y para todo x,y € X se tiene

fQz+(1=Ny) <Af(2)+ (1 =N f(y)

Ademds, la funcidn es estrictamente convezxa si y sdlo si para todo X € (0,1)
y para todo x,y € X, x # y se tiene

FOr+ A =Ny) <Af(2)+ (1 =-A)f(y)

Las definiciones de funcién céncava y funcién estrictamente céncava son
analogas pero con el signo de las desigualdades invertido.

Intuitivamente, una funcién convexa es aquella que tiene un valor en la
combinacion convexa de dos puntos menor a la combinacion convexa de los
valores en los puntos x,y € X. Obsérvese que si f es estrictamente convexa,
entonces es convexa. Ademads, si f es convexa, —f es céncava.

D. Optimizacion

Definicion 28. Minimo local y minimo global para funciones de valor real.
Sean X un espacio métrico y f : X — R una funcion. Decimos que x* € X
es un minimizador global (y que f (x*) es el minimo global de f en X ) si
se tiene que para todo x € X es cierto que f (z*) < f (z). Obsérvese que, si
existe, el minimo global es unico. Decimos que x* € X es un minimizador
local (y que f (x*) es un minimo local de f en X ) si existe un conjunto abierto
U C X tal que z* € U y para todo x € U es cierto que f (z*) < f (z).

Definiciones analogas se tienen para maximizador global, maximo global,
maximizador local y méximo local. La importancia del concepto de conjunto
compacto la ejemplifica el siguiente teorema.

Teorema 19. Teorema de valores extremos de Weierstrass. Sean X un es-
pacio métrico, K C X un conjunto compacto y f : K — R una funcion
continua. Entonces existen maximizadores y minimizadores locales de f en
K.

Una de las razones por las que las funciones convexas y concavas desempenan
un papel importante en la teoria de la optimizacién es el siguiente teorema.

Teorema 20. Sean X C R"™ un conjunto convexo y f : X — R una funcion
convexa (concava). Si existe un minimizador (mazimizador) local z* € X,
entonces * es un minimizador (mazimizador) global de f en X.
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Demostracion. Sea z* € X C R™ un minimizador local. Entonces existe una
bola abierta B (z*;r) C X con r > 0 tal que para todo x € B (z*;r) es cierto
que f (z*) < f (x). Suponga ahora que y* € X es un minimizador global. En
ese caso, f (y*) < f(z*). Siy* € B(x*;r), se tiene entonces f (z*) = f (y*).
Asi, suponga que y* ¢ B (z*;7r).

Considere A < L7 Se tiene que [Ay* + (1 —A)z*) —z*|| < ryademés
A € [0,1]. Por lo tanto, Ay* + (1 — A\) 2™ € B (z*;r), y por la convexidad de
f se tiene

FE)<fOy+0=2)a") <Af)+ (1= A) f(7)

de donde f (z*) < f (y*) y se concluye que f (z*) = f (y*).

Para demostrar el teorema en el caso de un maximizador local de una funcién
céncava, se aplica el mismo argumento a —f. O

Los conceptos de correspondencia y hemicontinuidad cumplen un papel fun-
damental en economia gracias al teorema del maximo. Nos enfocamos en pro-
blemas de maximizacién restringida. Sean U C R™, X CR"™, f: XxU — R
una funcién objetivo y ® : X — U una correspondencia que representa las
restricciones del problema:

sup f (z,u)
ued(x)

Si se tiene que para cada z € X la funcién f (z,u) es continua en la variable u
y el conjunto ® (z) es no vacio y compacto, entonces para cada x el supremo
se realiza como un méximo (teorema de valores extremos de Weierstrass).
En ese caso podemos definir:

v(z) = Jnax f (2, u)

u(z) ={ue®(z): f(r,u)=v(x)}

y se tiene que v es una funcién bien definida y que u es una correspondencia
no vacia. La funcién v es llamada la funcion valor y u es la “correspondencia
de politica” asociadas al problema de maximizaciéon. Con estas definiciones
podemos enunciar el teorema del méximo.

Teorema 21. Teorema del mdzimo. Sean U CR™, X CR", f: X xU —
R una funcion continua y ® : X — U una correspondencia continua de va-
lores compactos. Entonces la funcion v (r) = max,ca (o) f (z,u) es continua,
y la correspondencia u (z) = {u € @ (z) : f (z,u) =v(x)} es no vacia, de
valores compactos y hemicontinua superior.
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E. Espacios de funciones

Los espacios de funciones continuas son importantes para multiples aplica-
ciones en economia y matemadticas. Lo primero que necesitamos es entender
el concepto de convergencia de funciones.

Definicién 29. Convergencia puntual y convergencia uniforme. Sean X un
conjunto cualquiera y (Y,d) un espacio métrico. Considere una sucesion de
funciones {fn},cn tal que fn : X — Y. Decimos que la sucesion converge
puntualmente hacia la funcion f : X — Y si para cada v € X y para cada
e > 0 existe un N (g;2) € N tal que d(fn (z),f(z)) < e sin > N (e;2).
Si un mismo N sirve para todo punto de X, decimos que la convergencia es
uniforme. Asi, la sucesion de funciones {fn},cn converge uniformemente
hacia la funcidn f: X —Y si para cada € > 0 existe un N (¢) € N tal que
para cualquier x € X se tiene d (fn (), f(x)) <e sin> N (e) (N depende
sélo de ).

El lector puede intentar demostrar el siguiente resultado.

Proposicién 9. Sean X, y Y espacios métricos y { fn},cn una sucesion de
Junciones continuas tal que fr : X — Y. Si{fn},cn converge uniformemen-
te a la funcion f: X — Y, entonces f es continua.

Finalmente, introducimos los espacios de funciones que son fundamentales
para la teoria de programacion dindmica.

Definicién 30. El espacio de funciones acotadas con la métrica del supremo.
Sean X un conjunto cualquiera y (Y,d) un espacio métrico. Definimos el
conjunto de funciones acotadas B(X,Y) de X enY como:

B(X,)Y)={f:X —>Y :f esuna funcidn acotada}.

Este conjunto lo podemos dotar de una métrica denominada la métrica del
supremo dso, definida por:

doo (f,9) = sup {d (f (), g (x))}-

zeX

El lector puede verificar facilmente que do, es en efecto una métrica en el
conjunto B (X,Y). El conjunto de las funciones acotadas de X en Y tiene
una estructura matemaética bastante méas rica que la mencionada. En efecto,
no es s6lo un espacio métrico sino ademdas un espacio vectorial real. Esta
estructura estd implicita en algunas de las aplicaciones que haremos en el
texto de los principales teoremas de esta seccion del apéndice.

La siguiente proposicion caracteriza la convergencia de sucesiones de funcio-
nes en la métrica del supremo. La demostraciéon queda como ejercicio para
el lector.
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Proposicién 10. Sean X un conjunto cualquiera y (Y, d) un espacio métri-
co. Una sucesion {fn},cn en B(X,Y) converge a f bajo la métrica d si
y sdlo si las funciones f, convergen uniformemente a la funcion f bajo la
métrica d.

Una propiedad clave del espacio de funciones acotadas es que cuando Y es
un espacio métrico completo, éste también es un espacio métrico completo
bajo la métrica del supremo.

Proposicién 11. Sean X un conjunto cualquiera y (Y, d) un espacio métri-
co. Si (Y,d) es espacio métrico completo, entonces B(X,Y) es completo bajo
la métrica del supremo.

Demostracion. Sea { fy,},cn Una sucesion de Cauchy en B (X,Y). Sea e > 0.
Entonces existe N € N tal que para todo m,n > N se tiene deo (fim, fn) < €.

Para un = € X fijo, se tiene que la sucesién { f, ()}, en Y es de Cauchy
bajo la métrica d, porque

d(fm (), fn (x)) < sup {d(fm (2), fn ()} <esim,n>N.

Como (Y, d) es un espacio métrico completo, entonces la sucesion { f,, (x)}
converge, y existe lim, . fn ().

neN

Asi, se puede definir la funcién f : X — Y como f(x) = lim, e fn (2).
Debe verse que esta funcién f es el limite en B (X,Y) de la sucesion { f,},, cn
bajo la métrica d-

Por convergencia en Y, para cada z € X existe m (z) > N tal que

d (fm(ac) (CU) - f (1')) <e.

Para cualquier n > N se tiene entonces

d(fn (1')7](.(1')) < d(fn (x)vfm(w) (ZL’)) +d(fm(:c) (:C)7f(£L')) <ete=2

porque m (z),n > N y la sucesién { f,, ()}, cn €5 de Cauchy. Esto es valido
para cualquier z € X y cualquier n > N (note que N no depende de z) y
por lo tanto es valido también para el supremo:

oo (fu (2), f (x)) = sup {d (fn (z), f (2))} <2 <3¢

reX
y se tiene que la sucesién { f, }, .y converge a f en la métrica doo.
Finalmente comprobamos que f € B(X,Y). Para z,y € X se tiene

d(f(x), f(y) < d(fn(@),f(@)+d(fn (), fx @) +d(fx W), f )
< de+d(fn (@), [N (y) < oo

y la funcién f es acotada, ya que fy es acotada. O
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Para poder aplicar el teorema de punto fijo para contracciones (ver siguiente
seccién) con el fin de encontrar la solucién al problema funcional (capitulo 2),
es necesario que el espacio de funciones continuas y acotadas sea un espacio
métrico completo con la métrica del supremo. Esto es lo que demostramos a
continuacion.

Definicién 31. Funciones continuas acotadas. Sean X yY espacios métri-
cos. Definimos el conjunto de funciones continuas y acotadas como

Co={f:X =Y :f esuna funcidn continua y acotada}

Proposicién 12. Sean X yY espacios métricos. Si (Y, d) es espacio métrico
completo, entonces C, es completo bajo la métrica del supremo.

Demostracion. Sea {f”}neN una sucesion de Cauchy en C,. Dado que C, C
B (X,Y) se sabe que existe una funcién f : X — Y definida como f (z) =
lim,, oo fn (z) que es el limite en B (X,Y) de la sucesién {f,}, - Falta
entonces demostrar que f es continua. Como f es el limite bajo d, se
sabe que las funciones f, convergen uniformemente a f bajo la métrica d.
Entonces por el teorema de continuidad bajo convergencia uniforme sabemos
que f es continua. Asi f € C,,. O

Corolario 2. Sean X y Y espacios métricos, K C X conjunto compacto y
(Y, d) un espacio métrico completo. El conjunto

CK,Y)={f:K —=Y:f es funcién continua}

es completo con la métrica del supremo d.

E.1. Contracciones y el teorema del punto fijo

Finalmente presentamos uno de los teoremas mads relevantes para la teoria
de programacién dindmica: el teorema de punto fijo para contracciones.

Definicién 32. Contraccion. Sean (X,dx) y (Y,dy) espacios métricos y
f: X =Y una funcion. Si existe a € (0,1) tal que para cualquier elementos
x,y en X,

dy (f (), f(y)) < adx (z,y)

se dice que f es una contraccion.

Una contraccién es siempre una funcién continua (queda como ejercicio para
el lector).

Teorema 22. Teorema de punto fijo para contracciones. Sean X un espacio
métrico completo y f : X — X una contraccion. Entonces existe un unico
punto fijo de f en X (i.e., existe un inico p € X tal que f (p) =p).
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Demostracion. Sea xg € X cualquier elemento de X. Definimos la siguien-

te sucesién: yo = o, y1 = f(z0), y2 = f(f(w0)) y en general y, =
J (Yn—1). Se va a mostrar que la sucesién {y,},.n €s de Cauchy. Se tie-

ne que d (Yn+1,Yn) = d(f (Wn), f Wn-1)) < ad (Yn,Yn—1) por definicién de
la sucesién y por ser f contraccién. Por induccién resulta que d (yp41, yYn) <

a’d (3/1790)-
Para cualquier m > n se tiene, por desigualdad triangular: d (ym,yn) <
d (YmsYm—1) + -+ d(Yn11,Yn) = 4,y d (Yry1,yx). Entonces

m—1 m—1
Z d(Yk+1,Yk) < Z ad (y1,y0) =
k=n k=n
m—1 a® —a™ n
_— —
d(yuyo);@ = ﬁd(ylay0)< 1_ad(y1,yo)

Como o™ — 0 cuando n — oo, entonces la desigualdad muestra que la
sucesion es de Cauchy. Al ser X un espacio métrico completo, la sucesion
{Un}pen converge a algiin punto p € X. Al ser f continua:

F®) = f (lim ya) = 1im f(ya) = lim g1 =p
n—oo n—oo n—oo

Para probar la unicidad, suponga que p € X y p € X son dos puntos fijos

de la contraccién. Se tiene entonces d (f (p), f (p)) = d (p,p), pero al ser f

contraccién también se tiene d (f (p), f (P)) < ad(p,p) con « € (0,1). Asi,

(1—-a)d(p,p) <0, lo cual es cierto si y sélo si d (p,p) < 0. Asi p = p. O

Obsérvese que este teorema no solamente asegura la existencia del punto
fijo, sino que ademads nos provee de un método para hallarlo explicitamente:
iterar la contraccién desde cualquier punto inicial arbitrario zy € X genera
una sucesién que converge al tinico punto fijo. Esta es la idea para demostrar
la existencia de la funcién valor y la formalizacién matematica de algunos
métodos utilizados para hallarla.
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