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Introduccién a la Teoria de Subastas

Introduccion

@ Las subastas son un mecanismo de asignacién de recursos y
formacién de precios.

@ Son un mecanismo universal y anénimo.

@ Taxonomia:

e Tipo de bien (unitarias, multiunidades o miiltiples objetos).
e Estructura de informacién (independiente o afiliadas).
o Estructura de valoracién (privada, interdependiente, comtin).
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Introduccion

@ Tipos de subastas:
e Para subastas unitarias existen cuatro subastas bdsicas.

Primer precio (cerrada)
Segundo precio (cerrada)
Inglesa (abierta)
Holandesa (abierta)

@ Otros ejemplos de subastas son:

e Subastas al tercer precio.

e Todos pagan.

e Guerra del desgaste: con dos jugadores gana el que mds oferta
pero todos pagan la segunda més alta.

e Una loteria (ésta, sin embargo, no es una subasta estandar;
una subasta es estdndar cuando el ganador es el que mas
ofrece por el bien).



Introduccion

@ Las preguntas fundamentales que se hace la teoria son:
Existencia del equilibrio del juego bayeasiano inducido.
Equivalencia en asignaciéon de recursos y precios de equilibrio.
Optimalidad para el subastador.

Bienestar social: beneficios de las firmas y excedente del
consumidor (e.g., mercado mayorista de energia). ;Qué tan
lejos esta el equilibrio del equilibrio eficiente (la literatura
estudia esto bajo los nombres de precio de la anarquia y precio
de la estabilidad).

e Incentivos a coludir.

e Simplicidad de las reglas.

e lIdentificacién y refutabilidad.



Introduccion

@ El modelo estandar tiene la siguiente estructura:
e Estructura de informacién independiente y simétrica.
e Estructura de valoracién privada y agentes neutros al riesgo.
e En particular, agentes simétricos.



Introduccion

@ El modelo estandar es un juego de informacién incompleta
con la siguiente estructura:

BG = (N7 (R+)i€N> ([07w])iENa (Wi)ieN ) F)

N es un conjunto de jugadores (finito).

e El conjunto de acciones es el mismo para todos: A = R,
e El conjunto de informacidn, que en este caso lo interpretamos

como la valoracién privada que del objeto tiene el agente, es el
mismo para todos: X; = [0,w].

Denotamos por F la distribucién sobre X;, el conjunto de
informacién individual.

e F tiene densidad f.

7+ RN x [0,w]VN — R es el payoff de cada jugador y su forma
especifica depende del tipo de subasta que estémos
considerando.
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Subasta al segundo precio

Subasta al segundo precio

@ En esta subasta cada agente observa su valoracién x; € X; y
escribe en un sobre su oferta por el bien. Gana el jugador que
mas ofrezca y paga la segunda oferta mds alta. En caso de
empate se asigna el objeto aleatoriamente entre los ganadores
y se paga lo ofertado.

@ El payoff de los agentes es:
m o+ RV x[0,w]VN - R
7I','(b,‘,b,,',X,',X,,') = Xj— méx{bj} si b; > méx{bj}
JF# J#i

ﬂ;(b;,b_;,X;,X_,') = Osi b,'< mj?({bj}
JFEi
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Subasta al segundo precio

@ La expresion del payoff pone en evidencia algunos de los
supuestos que hicimos anteriormente (valoracién privada y
neutralidad al riesgo).

@ La estrategia de revelar la verdad para cada jugador,
b//(x;) = x; es un equilibrio en estrategias dominantes
(débilmente).

@ Obsérvese que la estrategia es la misma para cada jugador.
Esto es lo que se conoce cdmo un equilibrio simétrico.

@ Este equilibrio es independiente de la estructura de
informacién (en particular vale aidn en el caso en que la
informacién es correlacionada o los conjuntos de informacién
son diferentes)

@ El argumento anterior también funciona cuando los agentes
son aversos al riesgo.



Subasta al segundo precio

@ Demostracién: Supongamos que cada agente observa su
valoracién privada y hace una oferta por el bien.

@ Fijemos un agente, digamos el agente i y concentrémonos en
su estrategia. Sea Y7 = mjx{bj}. Y1 determina si el agente /
JF1
gana o no.

@ Primero algunas observaciones: b;(x;) > x; no es racional (en
el sentido débil) pues la estrategia b; que es igual b; en todas
partes excepto en x;, donde es revelar la verdadera valoracién,
la domina débilmente - cuando la valoracién es x;, el payoff del

agente nunca es menor y con probabilidad positiva es mayor.

@ El argumento es independiente de las estrategias utilizadas
por los demds jugadores.



Subasta al segundo precio

@ Si bj(x;) < x; pueden suceder tres cosas:

Payoff

Estrategia b; Estrategia b’
Y1 < by < xj | i gana x— Y1 | x—Y1
bi < Y1 < x| ipierde | 0 xi— Y1
bi < x; <Yy | ipierde | O 0

@ Comparando con el resultado que hubiera tenido de utilizar la
estrategia de revelar la verdad, es claro que esta dltima

domina.



Subasta al segundo precio

@ Formalmente lo que hemos hecho es demostrar que la
estrategia
b//(x;) = x; domina a cualquier otra estrategia b;.Esto es:

mi(Xi, b—i, xi, x—i) > wi(b; (xi) , b—_i, xi, x_i)

para todo x € X y b_;.

@ Obsérvese que en ninguna parte utilizamos la estructura de
informacién.

@ Es facil extender el argumento al caso en que los agentes son
aversos al riesgo.



Subasta al segundo precio

e El pago esperado de un jugador (al subastador) con valoracién
x, m'(x) es:

m'(x) = G(x)E_;[Y1 | x > Y]

donde G(x) es a probabiidad de ganar (la probabilidad que el
agente le atribuye al conjunto [x > Yi], es decir, la
distribucién de Y1y E_;[Y1 | x > Yi] es el pago esperado del
agente dado que es ganador).

@ Para ver esto comencemos de principios bdsicos.



Subasta al segundo precio

@ Para obtener la férmula anterior es necesario saber un poco de
probabilidad (aunque intuitivamente esa férmula es correta).

o Sea m''(x,x_;) el pago en equilibrio de un jugador con
valoracion x cuando todos los demds tienen valoracidén x_;.

m'! (x,x—j) = /[X>Y1] Y1

donde /- v;] es la funcién indicadora del conjunto {x > Y1}.

@ Si ahora marginalizamos sobre x_; usando la distribucién
FN=1 obtenemos m'/(x), el pago esperado de cada jugador
cuando su valoracién privada es x.

@ Obsérvese que la distribucién de G de Y; es FN~1. Luego:

m”(X):/I[X>Y1]Y1dFN_1 :/I[X>Y1]Y1dG

— [ vd6— [ ydc()
[X>Y1] 0



Subasta al segundo precio

Interludio: Esperanza Condicional

@ Ahora una definicién: Dada una variable aleatoria X con
valores en [0, w], el valor esperado de X condicional a X < x
es por definicién:

EIX|X < x] = F(lx) /O "y (y)dy (1)

donde F y f es la distribuién y densidad de X
respectivamente.

@ Si aplicamos esta definiciéon a X = Y7 obtenemos la férmula
que queriamos.
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Subasta al segundo precio

@ Obsérvese que la subasta al segundo precio asigna
eficientemente el objeto entre los participantes.
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Subasta al primer precio

Subasta al primer precio

@ En esta subasta los agentes observan su valoracién
(informacién) y hacen una oferta. Gana el que oferte mas alto
y paga lo ofertado. En caso de empate se asigna
aleatoriamente.

@ El payoff de los agentes es:

m o RLx[0,0] =R
7T,'(b,', b_,',X,',X_,') = x;— bjsi b > mj?({bj}
JFI

mi(bi, b_i,xj; x_i) = 0sib; < ij{bj}

@ Existe un compromiso claro entre ofertar alto y el pago.
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Subasta al primer precio

Nos vamos a concentrar en el equilibrio simétrico.
En este caso no existe un equilibrio en estrategias dominantes.
Vamos a caracterizar el equilibrio de Nash-Bayesiano.

Supongamos que i tiene una valoracién x; y ofrece b; € R..

Supongamos que todos los jugadores j # i utilizan una
estrategia b’ diferenciable y creciente.
e Es claro que b; < b/(w).
e También es facil de ver que si x; = 0 entonces b; =0y
b/(0) = 0.



Subasta al primer precio

@ Entonces,

{b; > méx{b'(Xj)}} - {b,- > b’(Yl)} - {(b’)l bi > Yl}

JF#i

e Denotamos por G la distribucién de Y; (la probabilidad de

recibir la valoracién mas alta).
e Si la estructura de informacidn es independiente y simétrica

tenemos que G = FN=1 y su densidad g es
g=(N—1)FN-2f,
e Entonces la probabilidad de ganar con una oferta b; es:

P ({b,- > Tﬁ;{b’(x,-)}}) = G((b') " (b))



Subasta al primer precio

e El pago (interim) del jugador i es:

-1
E-ilmi | X =x]=G((b") (b)) — )
@ Las condiciones de primer orden con respecto a b; son:

g((b') " (b))
bl ((6') " (57))

dx

(s~ )~ G((b') " (b)) =0



Subasta al primer precio

e Si existe un equilibrio simétrico entonces b/(x;) = b; y las
CPO se reducen a:

m(xi—bl(xi))—G(xi) - 0
dx N
X / X
S(COW ) _
=

b (x) = a5 /0 " ye(y)dy
— EVi V4 < ]



Subasta al primer precio

@ Obsérvese que:

b (x) = G(lx) /O " ye(y)dy




Subasta al primer precio

o El pago esperado de un individuo es:

m'(x) = G(x)b'(x) = G(x)E[Y1|Y1 < X] (2)

@ Obsérvese que dado que el jugador es ganador, su pago
esperado es simplmente b'(x).

e Luego m'(x) = m''(x): El pago esperado de cada jugador es
el mismo luego el pago esperado para el subsatador es el
mismo en la subasta al primer precio y segundo precio.

@ Por la simetria del equilibrio y la monotonicidad es facil ver
que la subasta asigna eficientemente el objeto entre los
participantes.



Subasta al primer precio

Si la estructura de informacién es uniforme en [0, 1] entonces

N—-1
b’ (x) = X
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Equivalencia entre subastas

Equivalencia entre subastas

@ La subasta al primer precio y la subasta holandesa son
estratégicamente equivalentes. Este resultado es independiente
de la estructura de informacién, valoracién o actitud frente al
riesgo. Por eso decimos que es una equivalencia fuerte.

@ Bajo el supuesto de valores privados, la subasta inglesa es
equivalente a la subasta al segundo precio.
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Identificacion y refutabilidad

Identificaciéon y refutabilidad

@ Las primitivas o fundamentales en una subasta son: Los
jugadores, la estructura de informacién, las reglas de la
subasta y los objetivos o utilidades de los jugadores.

@ El problema de identificacién es importante porque la teoria
no ofrece ninguna guia sobre algunos no observables (por
ejemplo, la estructura de informacién).

@ La identificacién no pardmetrica implica que los estimadores
tiene una interpretacion vélida sobre muestra finitas.
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Identificaciéon y refutabilidad

@ Sea {Xi};c, un conjunto de variables latentes (no observables)
y F un conjunto de distribuciones sobre X = 'I'IIX,-. Los
e

elementos de F los denotamos por f o Fx.

@ Sea {Yj},., un conjunto de variables observables donde j es
un conjunto finito y G un conjunto de distribuciones sobre
Y = ,I'IIY,-. los elementos de G los denotamos por g o Fy.

e

Definition

Un modelo es un par (F, ') donde F es un conjunto de
distribuciones de las variables latentes y [ es un conjunto de
funciones v : F — G.

@ La interpetacidn es, si Fx € F es la distribucién de las
variables latentes entonces v (Fx) € G es la verdadera
distribucidén de las variables observables.



Identificaciéon y refutabilidad

Un modelo (F,T) es identificable si para todo (f, f) € F?,
(v,7) €2,

entonces (f,v) = (F, ﬁ) .

@ Intutivamente, si dos modelos tienen las mismas
consecuencias observacionales, entonces son iguales.

Definition

Un modelo (F,T") es refutable si g\ v (f) # ¢.
,7)6(3C r




Identificaciéon y refutabilidad

Theorem

Identificacion y refutabilidad. Supongamos que estamos bajo las
condiciones del modelo estandar: valores privados, estructura de
informacion independiente y simétrica y agentes neutros al riesgo.
Entonces:

@ La distribucién conjunta de las valoraciones esta identificada
con la sola observabiliad del precio de cierre.

© Si mds de una oferta por subasta es observada o si los precios
de cierres son observados con una variacion exdgena en los
participantes, el modelo es refutable.




Identificaciéon y refutabilidad

Demostracién: sea Y (k) el k— ésimo estadistico de {X1,...; Xn}
donde Y1) denota el maximo.

Demostracién.

@ Si Fx tiene cualquier distribucién, y tenemos una muestra
aleatoria (i.i.d) de tamafio n entonces cualquier estadistico de
{X1, ..., X, } determina de forma univoca la distribucién Fx :

Fn—i+1( ) n! /FX(Z) tnfiJrl(l t)ifldt
Z) = ——m—m———————— — o
X (n—=0'(i—=1) Jo

El lado derecho es estrictamente creciente en Fx (z) luego,
como la distribucién del precio de cierre es Ff( esto identifica
Fx. Finalmente, debido a la simetria e independencia, la
distribucién marginal Fx determina Fy.
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Teorema de Equivalencia del Ingreso Esperado

Teorema de Equivalencia del Ingreso Esperado para el
Subastador

@ Supongamos que estamos bajo las condiciones del modelo
estandar.

@ Supongamos que el pago esperado de un jugador con
valoracién privada cero es cero.

@ Un ejemplo son los cuatro formatos de subastas discutidos
anteriormente.
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Teorema de Equivalencia del Ingreso Esperado para el
Subastador

Theorem (Teorema de Equivalencia del Ingreso para el Subastador)

Bajo las condiciones enunciadas arriba, cualquier equilibrio
simétrico creciente genera el mismo ingreso esperado al subastador.

e Sea m*(x) el pago esperado de un individuo que dice tener
valoracién x en una subasta A y b” (x) un equilibrio creciente
simétrico. Por hipétesis m”(0) = 0. El payoff esperado del
jugador que reporta b (z) (como si su valoracién hubiera sido

z) es:

E_i[mi(bf (2) b2, (X_) %, X)) = G(2)x — m ().



Teorema de Equivalencia del Ingreso Esperado para el
Subastador

@ Las condiciones de primer orden con respecto a z evaluadas
en z = x son:

mA
& dy(y) ; v&(y)
mi(x) = G(X)E_[Y1i| Y1 <x].

Lo que muestra que el pago esperado de cada jugador es
independiente del mecanismo particular de la subasta.



Teorema de Equivalencia del Ingreso Esperado para el
Subastador

Si la estructura de informacién es uniforme en [0, 1] entonces

m? (x) = %X’V

y el ingreso esperado del subastador, E[R"] es
N-—1
E[R" = NE[m"] =

N+1




Subastador averso al riesgo
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Subastador averso al riesgo

Subastador averso al riesgo

@ Si el subastador es averso al riesgo el prefiere la subasta al
primer precio que al segundo precio. La subasta al segundo
precio genera un ingreso mas volatil. En la subasta al segundo
precio las ofertas estdn en [0, w].

@ En la subasta al primer precio estan en
[0, E[Yl | Y < X]] C [0, E[Yl]] .

@ La distribucién de las ofertas estd en ambos casos
determinada por F.
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Desviaciones del Modelo Estandar

Desviaciones del Modelo Estandar

@ Mantenemos dos de los supuestos basicos del modelo
estandar: Valores privados e independencia de la informacién.

@ Estudiamos el caso de
@ Auversién al riesgo (pero jugadores simétricos en su utilidad)
@ Asimetrias en la estructura de informacion.

@ En la seccién anterior vimos que en la subasta al segundo
precio, aun con agentes aversos al riesgo, era un equilibrio en
estrategias dominates revelar la verdadera valoracién. Por lo
tanto el ingreso esperado del subastador es el mismo.
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Desviaciones del Modelo Estandar: Aversion al riesgo

Con agentes aversos al riesgo pero estructura de informacion
simétrica, las ofertas en la subasta al primer precio son mas altas
que con agentes neutros al riesgo. Luego en este caso, el ingreso
esperado para el subastador es mayor en la subasta al primer precio
que en la subasta al segundo.




Desviaciones del Modelo Estandar: Asimetrias de
Informacidn

Consideremos la subasta al primer precio y supongamos que
tenemos dos agentes. X; ~ F; distribuidas en [0, w;] .

@ Supongamos que existe un equilibrio creciente y diferenciable
b;, b;. El pago esperado de cada agente es:

E_ilmi | Xi = x] = F_i(b;*(b))(x; — b)

@ Las condiciones de primer orden son:

Fi(oj(b)) 1
fi(¢;(p)) (¢i(b) — b)

¢j(b) =

donde ¢; = bj‘l.




Desviaciones del Modelo Estandar: Asimetrias de
Informacidn

@ Este sistema de ecuaciones diferenciables puede utilizarse para
demostrar que existe una solucién junto con la condicién de
frontera ¢;(0) = 0.

@ Esto no es totalmente trivial pues en la frontera la ecuacién es
indeterminada.




Desviaciones del Modelo Estandar: Asimetrias de
Informacidn

Example (El caso uniforme)

Supongamos F; y F; son distribuciones uniformes con wy > ws.
Entonces las condiciones de primer orden se reducen

/ o ¢i(b)
i) = o) — B)

Es facil demostrar que las siguientes estrategias son solucién al
sistema de ecuaciones diferenciables:

bi(x) = — (1= vI— )

KiX

donde x; = & — L.
Wi VVJ




Desviaciones del Modelo Estandar: Asimetrias y Eficiencia

Cuando wy = % y Wy = % entonces las soluciones tienen la forma:

1/2

b2 b1

4/5 4/3




Desviaciones del Modelo Estandar: Asimetrias e Ingreso
Esperado

@ La subasta al segundo precio sigue siendo eficiente.

@ La subasta al primer precio puede ser ineficiente con
probabilidad positiva (considere el ejemplo donde wy = % y

Wy = %)



Desviaciones del Modelo Estandar: Asimetrias e Ingreso
Esperado

@ El mensaje principal es que no existe un ordenamiento univoco
del ingreso esperado del subastador en presencia de asimetrias.



Desviaciones del Modelo Estandar: Carteles

o El estudio de la cartelizacidén en una subasta puede
interpretarse como otra desviacién del modelo estandar en
donde nos apartamos del supuesto de comportamiento no
cooperativo y permitimos la formacién de carteles o
coalisiones.

@ Las preguntas claves son:
e ;Cémo un cartel puede asegurar que se respetaran los arreglos
a los que se ha llegado entre sus miembros?
e ;Cémo se reparten las ganacias de la colusién entre los
miembros del cartel?
e ;Cémo deben responder los otros, en particular, el subastador?



Desviaciones del Modelo Estandar: Carteles

@ Nos enfocamos en el modelo estandar excepto que la
estructura de informacién puede ser asimétrica (por
simplicidad suponemos que todas las valoraciones estan en el
mismo intervalo).

@ Es decir, mantenemos las hipétesis de valores privados e
informacién independiente.

@ Adn si los jugadores fueran exante simétricos, la presencia de
carteles introduciria asimetrias entre ellos.

@ Es del interés del cartel que el ganador sea aquel miembro con
mayor valoracién. Sin embargo, es necesario disefar un
mecanismo previo para determinar quién tiene la valoracién
mds alta.



Desviaciones del Modelo Estandar: Carteles

@ Concentremonos en la subasta al segundo precio.

@ La presencia de un cartel no afecta el comportamiento ni el
pago esperado de los que estan por fuera. Sigue siendo una
estrategia dominante (débilmente) revelar la verdadera
valoracién.

@ Para los miembros del cartel es una estrategia dominante
(débilmente) hacer una oferta con la valoracién mds alta entre
los miembros del cartel (y cero, o el precio de reserva todos
los demds).



Desviaciones del Modelo Estandar: Carteles

@ Un cartel obtiene sus ganancias de disminuir la competencia
en la subasta. En efecto, el pago esperado de los miembros del
cartel es menor si no estuvieran cartelizados.

@ Incrementar los miembros del cartel aumenta el beneficio del
mismo. Luego, el cartel éptimo es aquel que reune a todos los
jugadores.

@ Puesto que en la subasta al segundo precio el cartel no tiene
ninglin efecto sobre los no cartelizados, todo el beneficié de la
colusidn es a expensas del subastador.



Desviaciones del Modelo Estandar: Carteles

@ El analisis anterior estd basado en que el cartel hacia una
oferta igual a la valoracién mas alta que del objeto tienen sus
miembros. Sin embargo, esta valoracién es de valor privado
para los mismo miembros y hay que disefiar un mecanismo
para escoger esa valoracidn o el representante del cartel en la
subasta.

@ Para hacer esto se hace una subasta preliminar denominada
PAKT (preauction knockout). En el caso de la subasta al
segundo precio este PAKT es también una subasta en la que
el ganador es el que ofrece mas alto y le paga al centro
(administrador del cartel) un valor que depende de el pago si
no hubiera cartel.

@ Este mecanismo fuerza a los jugadores a revelar la verdad
pero no es balanceado excepto en términos esperados.



Desviaciones del Modelo Estandar: Carteles

@ Los arreglos colusivos son estables cuando el mecanismo de
asignacién es la subasta al segundo precio.

@ A diferencia de la subasta al segundo precio, cuando el
mecanismo de asignacién es la subasta al primer precio, el
cartel no es estable.
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Precio de Reserva y Costos de Entrada

Precio de Reserva y Costos de Entrada

@ Suponga que estamos bajo las condiciones del modelo
estandar (valores privados, informacién independiente, agentes
neutros al riesgo).

@ Suponga que el subastador anuncia un precio de reserva r > 0.

@ La subsasta al segundo precio gana quién mas oferta siempre
y cuando sea superior al precio de reserva y paga max{r, Y1}
donde Yj es la segunda valoraciéon mas alta.

@ En este caso sigue siendo un estrategia dominante ofertar su
verdadera valoracion.
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e El pago esperado para un jugador con x > r es (cero de lo
contrario):

(1) = 16() + [ ye(n)dy @

@ Para ver esto obsévese que de forma andloga al caso de la
subasta al segundo precio:

m'(x,r) = P(x > max{r, Y1})E_; [max{r, Y1} | x > max{(r,)Yl}]
4

= /X max{r,y}dF, (5)
0

donde F; es la distribucién de max{r, Y1}.

e Es facil convencerse que F, = G(x) si r < x y cero caso
contrario.

@ Ahora, descomponiendo la intergal como una integral entre
cero y r y otra entre r y x se obtiene lo que queriamos
demostrar (véase nota técnica).
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@ Se puede demostrar que el pago esperado exante de cada
individuo al subastador es (usar integracion por partes):

E[m" (X, )] = r(1 = F(r))G(r) + /w y(1 = F(y))g(y)dy
(6)

@ Si el subastador tiene una valoracién xp por el objeto, es fcil
mostra que el precio de reserva éptimo r* > xg.

@ El precio de reserva éptimo no depende del nimero de
participantes, sélo depende de la distribucién F.
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e Con dos jugadores, xo = 0, F uniforme en [0, 1] se puede

demostrar (ejercicio) que el precio de reserva éptimo es % y el

beneficio esperado para el substador es %
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@ Suponga que en vez de un precio de reserva el substador
anuncia un costo de participacién:

() = | " G(y)dy

@ Se puede demostrar que este costo de entrada replica los
mismo resultados que el precio de reserva r (usar integracion
por partes).
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@ Obsérvese que con un precio de reserva superior a la
valoracién del objeto por parte del subastador, existe una
probabilidad positiva de que el objeto no sea asignado.

@ Esto sugiere que para el subastador existe un compromiso
entre eficiencia y optimalidad.
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